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Avant-propos

Ce polycopie est une ressource sur les principaux concepts mathématiques 3, axée sur plusieurs
sujets fondamentaux en analyse mathématique et en théorie des équations différentielles.

Ce polycopie est destiné aux étudiants de la deuxieme année génie de procédé (GP). C’est,
également une référence précieuse pour les étudiants en deuxieéme année des classes de science et
technologie (ST) , et a tous ceux qui veulent se familiariser avec les méthodes mathématiques de
bases en analyse mathématique et en théorie des équations différentielles.

Je me suis efforcé de rédiger les chapitres de cet polycopie de maniere facile en me concentrant
sur les themes importants des programmes.

En premier lieu, j’ai voulu que ce polycopie soit directement utilisable par un étudiant de
deuxiéme année universitaire GP.

L’ auteur espere que le présent document, malgré ses imperfections, pourra rendre service aux
étudiants et aux lecteurs. C’est pour ce but qu’il a été écrit et publié.

Dr : Ahmed Azzi
Université de Tindouf
Mars 2026




Programme détaillé de module : Mathématiques-3

UE : UEF 2.1.1
Matiére 1 : Mathématiques-3

Objectifs de I’enseignement : A la fin de ce cours, 1’étudiant(e) devrait étre en mesure de connaitre les différents

types de séries et ses conditions de convergence ainsi que les différents types de convergence. Connaissances préalables
recommandées Mathématiques 1 et Mathématiques 2 Contenu de la matiere :

Chapitre 1 : Intégrales simples et multiples
1.1 Rappels sur I'intégrale de Riemann et sur le calcul de primitives.
1.2 Intégrales doubles et triples.
1.3 Application au calcul d’aires, de volumes...
Chapitre 2 : Intégrale impropres
2.1 Intégrales de fonctions définies sur un intervalle non borné.
2.2 Intégrales de fonctions définies sur un intervalle borné, infinies a I’'une des extrémités.
Chapitre 3 : Equations différentielles
3.1 Rappel sur les équations différentielles ordinaires.
3.2 Equations aux dérivées partielles.
3.3 Fonctions spéciales.
Chapitre 4 : Séries
4.1 Séries numériques.
4.2 Suites et séries de fonctions.

4.3 Séries entiéres.
4.4 Séries de Fourrier.

Chapitre 5 : Transformation de Fourier

5.1 Définition et propriétés.
5.2 Application a la résolution d’équations différentielles.

Chapitre 6 : Transformation de Laplace

6.1 Définition et propriétés.
6.2 Application a la résolution d’équations différentielles.

vi



Chapitre

Intégrales Multiples

1.1 Révision sur l'intégrale de Riemann

Les intégrales sont utilisées dans de multiples disciplines scientifiques notamment en physique pour des opérations
de mesure de grandeurs (longueur d’une courbe, aire, volume, flux...). Le concept d’intégrale a été introduit au XVII-
iéme siécle par Leibniz et Newton .

L'intégrale de Riemann, introduite par Bernhard Riemann, est une formalisation mathématique de la notion d’aire
sous une courbe. Elle repose sur 1’approximation de la fonction par des fonctions en escalier et la notion de sommes de
Darboux.

Définitions fondamentales

Soit f une fonction bornée définie sur un intervalle fermé borné [a,b] C R. On considére une subdivision
A ={zg,x1,...,zp}tdefa,blaveca =20 <x1 <--- < zp =b.

Définition 1.1.1. Pour une subdivision A sur [a, b, et en sélectionnant oy, € [z, Tgy1|, on définit la somme de
Riemann associée a A et a un ensemble de points o = (0 )o<k<n—1 COmme suit :

n—1

R(fv Av O[) = Z f(ak)(‘rkJrl - xk)

k=0

Définition 1.1.2 (Sommes de Darboux). On pose pour chaque intervalle [x;_1, ;] :

m; = inf  f(z), M;= sup f(x).
T€[Ti—1,T4] z€[xi_1,zi]
La somme de Darboux inférieure et la somme de Darboux supérieure sont respectivement :

n

Sif(A) = Zmi(xi —Zi1), Sup(A)= ZMz(ﬂ?z —Zi—1).

=1

On définit alors I'intégrale inférieure et I’intégrale supérieure de Riemann :

b b
/Qf(x) dx = SLAlp Sint(A), /a flx)de = iIAlf Ssup(A).




1.1. REVISION SUR L'INTEGRALE DE RIEMANN CHAPITRE 1. INTEGRALES MULTIPLES

Définition 1.1.3 (Fonction intégrable au sens de Riemann). La fonction f est dite intégrable au sens de Riemann

sur [a, b] si ) -
/af(m)dm:/af(x)dx.

Cette valeur commune est notée f; f(x) dx.

1.1.1 Conditions d’intégrabilité

Théorem 1.1.1 (Critere de Riemann). Une fonction bornée f sur [a,b] est intégrable au sens de Riemann si et
seulement si pour tout € > 0, il existe une subdivision o telle que

Saup(0) — Sinf(0) < €.

En particulier, toute fonction continue sur [a, b] est intégrable. Plus généralement, une fonction bornée ayant un
ensemble dénombrable de points de discontinuité est intégrable.

1.1.2 Propriétés élémentaires

— Linéarité :

b b b
/(af+ﬁg)=a r6 [ gl

— Positivité : si f > 0 et intégrable, alors

— Relation de Chasles : pour a < ¢ < b,

1.1.3 Théoréeme fondamental

Théorem 1.1.2. Soit f intégrable sur [a,b]. On définit pour tout x € [a, b] la fonction

F(z) = / " F)at.

Alors F est continue sur [a,b]. De plus, si f est continue en un point o € [a,b], alors F est dérivable en xg et

F'(z0) = f(z0).

Réciproquement, si F' est une primitive de f (c’est-a-dire F” = f) sur [a, ], alors

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a).

1
/ 22 dx
0

Solution : Soit la subdivision réguliére z; = i/n pour ¢ = 0, ..., n. Choisissons les points d’évaluation a droite :
&; = x;. La somme de Riemann est

n AN n
B ) 11 o lnm+1)2n+1) 1
Rn—z<n> Wt w 6 7y

=1

Exemple 1. Calculons

a l’aide des sommes de Riemann.

Azzi Ahmed 2 Univérsité de Tindouf



1.1. REVISION SUR L'INTEGRALE DE RIEMANN CHAPITRE 1. INTEGRALES MULTIPLES

1
Donc [, z* dz = %

1
Exemple 2. Calculer / x? dx en utilisant des sommes de Riemann avec des subdivisions réguliéres et des points
0

d’évaluation a droite.

Solution : Soit n € N*. On pose x; = % pouri = 0,1,...,n. Lasubdivision est réguliere de pas % On choisit les
points d’évaluation &; = x; (extrémités droites). La somme de Riemann associée est

i=1

En simplifiant,
(n+1)(2n+1) 1
6n2 n—oo 3’
Puisque f est continue, elle est intégrable et la limite des sommes de Riemann est I’intégrale. Ainsi,

1
1

/ z?dr = =.
0 3

2
Exemple 3. Calculer / — dx par la méthode des sommes de Riemann avec des subdivisions réguliéres et des
1 X

R, =

points a gauche.

Solution : Soit n un entier. Posons z; = 1 + % pour ¢ = 0,...,n. Le pas est % On prend §; = x;_1 (points a

gauche). Alors
n n—1
1 1 1 1

=1

. . . 2
Cette somme est une somme de Riemann pour la fonction  — 1/ sur [1, 2]. Sa limite quand n — oo est | %9” =1In2.
On retrouve ainsi la valeur In 2.

w/2
Exemple 4. Calculer / cos z dx a ’aide d’une primitive.
0
Solution : Une primitive de cos x est sin z. Par le théoréme fondamental,

/2 /2
/ cosxdx:sinx’ =sin(r/2) —sin0=1-0=1.
0 0

‘1
Exemple 5. Calculer / %daz.
1

d

4 (I(Inw)?) = 1“7”” Donc une primitive est 1 (Inz)?. Ainsi,

‘Inz |1 217 1, 1

1

Solution : On remarque que

Exemple 6 (Fonction en escalier). Soir f définie sur [0, 2] par

f(x):{l 5i0 <z <1,

2 sil<zx <2

Montrer que f est intégrable et calculer son intégrale.

Solution : f est bornée et n’a qu’un point de discontinuité (en x = 1), donc elle est intégrable. L’intégrale vaut

2 1 2
/f(x)dx:/ldx—i—/ 2dr=1x14+2x1=3.
0 0 1

Azzi Ahmed 3 Univérsité de Tindouf



1.1. REVISION SUR L'INTEGRALE DE RIEMANN CHAPITRE 1. INTEGRALES MULTIPLES

Exemple 7 (Fonction de Dirichlet). Soit f : [0,1] — R définie par :

flx)=1sizeQ
f(z) =0 sinon

Montrer que f n’est pas intégrable au sens de Riemann.

Solution : Pour toute subdivision de [0, 1], chaque intervalle contient a la fois des rationnels et des irrationnels.
Donc sur chaque sous-intervalle, inf f = 0 et sup f = 1. Par conséquent, les sommes de Darboux inférieure et
supérieure sont respectivement Sipr = 0 et Sqp = 1. Leur différence est toujours 1, donc I’intégrale supérieure vaut 1
et I’intégrale inférieure vaut 0. Elles ne coincident pas, donc f n’est pas intégrable.

e Exemples géométriques

Exemple 8 (Aire entre deux courbes). Calculer ’aire de la région comprise entre les courbes

y=a> et y=+r pour zcl0,1].

Solution :
On sait que I’aire entre deux courbes y = f(z) et y = g(x) sur 'intervalle [a, b] avec f > g est donnée par

b
A= / (f(x) — g(x)) dz (u® unité carrée).

Sur [0, 1], on a /7 > 2. L aire est donnée par

1 1 1
A:/ (\/JE—xQ)da?:/ :1:1/2dx—/ z? dx.
0 0 0

On a ) ) . . .
/ 2 dx = {x?’/g] =—, et / z2dr = =.
0 3 0 3 0 3
Donc 5 1 1
T N
3733 W)

Exemple 9. [Valeur moyenne d’une fonction] Calculer la valeur moyenne de
f(z) =sinz  sur [0,7].

Solution : La valeur moyenne d’une fonction f est définie par
1 b
" / f(x)dx.

i 1 1 1 2
inzdr =—|— 6 ==(— 0)=—(1+1)=-—.
/0 sin z dz 71_[ cos | 7r( cos 4+ cos 0) 71-( +1) p

Donc
1

T—0

1.1.4 Fonctions Primitives

Soit f une fonction définie sur un intervalle I C R.

Définition 1.1.4 (Primitive). On appelle primitive de f sur I toute fonction F dérivable sur I telle que

F'(z) = f(z) pourtoutz € I.

Azzi Ahmed 4 Univérsité de Tindouf



1.1. REVISION SUR L'INTEGRALE DE RIEMANN CHAPITRE 1. INTEGRALES MULTIPLES

Remarque 1.1.1. Si F est une primitive de f, alors pour toute constante C' € R, la fonction F' + C' est aussi une
primitive de f.
Réciproquement, deux primitives d’une méme fonction sur un intervalle différent d’une constante.

1.1.5 Fonctions primitives et intégrale de Riemann

Le théoreme fondamental de I’analyse établit le lien entre primitives et intégrales.

Théorem 1.1.3. Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b]. Alors la fonction F définie pour tout x € [a, b]
par

F@Q:i/mf@)m

est une primitive de f sur [a,b]. De plus, pour toute primitive G de f, on a

b
/f@ﬁ:G@—G@.

Ainsi, la recherche d’une primitive permet de calculer des intégrales définies.

> Propriété

Linéarité : Si F' et GG sont des primitives respectives de f et g sur un méme intervalle, alors : «F + SG est une
primitive de af + g (pour o, 5 € R).

1.1.6 Meéthodes de calcul

Intégration par parties, changement de variable, décomposition en éléments simples, ...etc.

Théorem 1.1.4. Toute fonction continue sur un intervalle admet des primitives (c’est une conséquence du théoréme
fondamental).

Plus généralement, toute fonction intégrable au sens de Riemann admet des primitives, mais celles-ci ne sont pas
nécessairement dérivables en tout point.

Exemple 10. Cherchons une primitive de

f(z) =cosz sur R.

Solution : On sait que

—sinz = cosz,

dx
donc sin x est une primitive. L’ensemble des primitives est sinx + C, C € R.

Exemple 11. Calculer une primitive de

flz) =322 +2x -5 sur R.
n+1

n+1

Solution : On utilise la linéarité et la formule [ 2" dx = + C pour n # —1. Ainsi,

3 x?

/(3x2+2x—5)dx:3~§—|—2-7—536—!—6’:1‘34—3:2—51‘—!—0.

Donc les primitives sont F'(z) = 22 + 22 — 5z + C avec C' € R.

Azzi Ahmed 5 Univérsité de Tindouf



1.1. REVISION SUR L'INTEGRALE DE RIEMANN CHAPITRE 1. INTEGRALES MULTIPLES

Exemple 12. Calculer une primitive de
fl@)=—= sur 0,400

Solution : On a f(z) = 2. Pour x > 0,

—1

/x_Qdm:x——i—C:—l—i—C.
-1 T

Donc les primitives sont

1

| Exemple 13. Calculer une primitive de f(x) = sin(2x) sur R.

Solution : On utilise la formule

sin(ax) dx = _ cos(az) +C
a
pour a # 0. Ici a = 2, donc
2
/sin(Qx) dx = —COS; 2) +C.

| Exemple 14 (Primitive par intégration par parties). Calculer une primitive de f(x) = xe® sur R.
Solution : On pose u = z et dv = e®dx. Alors du = dx et v = e®. La formule d’intégration par parties
Judv=wuv— [vdudonne

/xewd;v:xe””—/ezdac:xe””—e””—i—C:em(x—l)-l—C.

Exemple 15 (Primitive par changement de variable). Calculer une primitive de

f(x):hl% sur 0, 4o0].

Solution : On pose ¢t = In z, alors dt = df Ainsi,

2 2
/medx:/tdt:t—+C: (nz)” ,

2 2
Exemple 16. Calculer une primitive de

f(x):le_l sur 1,400l

Solution : On décompose en éléments simples :

I 1 Y
2—1 (z—-1)(x+1) 2\z-1 z+1/)°

dzx 1 dzr dx 1 1
2 _ — Z(n|z—1]|—1 1 S|
/x2—1 2(/1-1 /x+1) g (Infz—1f=Injz+1)+C=7ln

Sur]1,+oof,z —1 > 0etx + 1 > 0, donc on peut omettre les valeurs absolues :

1 rz—1
F(z)= -1 .
(z) 2n<x+1>+0

Alors,

r—1
z+1

R

Azzi Ahmed 6 Univérsité de Tindouf



1.1. REVISION SUR L’INTEGRALE DE RIEMANN

CHAPITRE 1. INTEGRALES MULTIPLES

Exemple 17 (Primitive avec fonction composée). Calculer une primitive de

1
flx)= Wiper sur ] —1,1[.

Solution : On reconnait la dérivée de arcsin x :

1
V1—a?

— arcsinx =
dzx
Donc une primitive est
1 .
/ ————dx = arcsinx + C.
V1—22

2

| Exemple 18. Calculer une primitive de f(z) = sin® z sur R.

Solution : On utilise la formule
9 1 — cos(2x)
sin“x = —

. 1 — cos(2x) 1 sin(2x) T
2 - _ +C ==
/sm rdz / 5 dz 2 (x 9 C 5

| Exemple 19. Calculer une primitive de f(z) = e***1 sur R.

Alors

Solution : On a
/eam+b dl‘ _ lear-&-b + C
a

poura # 0.Icia = 2,b =1, donc
/€2£+1 dr = %ehﬂ + C.

| Exemple 20. Calculer une primitive de f(x) = e” sin x sur R.

Solution : On applique deux intégrations par parties. Posons
1= /ez sinx dzx.
Intégrons par parties avec v = sinz, dv = e*dx : du = cosxdx, v = e*. Alors
I =e"sinz — /e”c cos x dx.

Pour

J = /eﬂ:osxdw,

on intégre par parties avec u = cos z, dv = e*dx : du = — sinxdx, v = €”. Donc

_ sin(2z)
4

+C.

J:e””cosx—/el(—sinx)d:r:excosx—i—/exsinxdx:emcos:p—i—l.

En substituant,

I=¢€"sine — (e’ cosx+ 1) =e"sinz —e®cosx — I.

D’ou
2] = e*(sinz — cosx),

et finalement .

I= %(Sinx —cosz) + C.

Azzi Ahmed 7
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1.2. INTEGRALES MULTIPLES CHAPITRE 1. INTEGRALES MULTIPLES

1.2 Intégrales Multiples

Les intégrales multiples sont un outil tres efficace en mathématiques et en physique pour calculer des quantités
géométriques et physiques en dimensions supérieures. La maitrise des techniques de changement de variables et
de choix de systeme de coordonnées approprié est essentielle pour résoudre efficacement les problémes. Les applica-
tions vont du calcul de volumes a la mécanique des fluides, en passant par la théorie du potentiel et 1’électromagnétisme.

Les intégrales multiples sont une généralisation des intégrales simples a plusieurs variables. Elles permettent de

calculer des volumes, des masses, des centres de gravité, des moments d’inertie, etc., pour des domaines en deux ou
trois dimensions, et méme plus.

1.2.1 Intégrales doubles

Définition 1.2.1. Soit f : D C R? — R une fonction continue sur un domaine borné D. L'intégrale double de f

sur D est notée :
//Df(x,y)dA ou //Df(x,y)dxdy

e Domaines élémentaires
— Domainede typeI: D = {(z,y) |a <z < b, gi1(x) <y < ga(2)}

2
— Domainede typeII: D = {(z,y) | c <y <d, hi(y) <z < ha(y)}
1.2.2 Calcul d’une intégrale double

J[ f@maa= [ b ( / (()) f(x,ymy) dz.

— Pour un domaine de type I :

— Pour un domaine de type II :

J[ famaa= [ ' ( / h(()) f(,w) da:> dy.

> Théoréme de Fubini

Théorem 1.2.1. Pour une fonction continue f sur un domaine rectangulaire [a,b] X [c,d] :

/:/cdf(x,y)dydmz/cd/abf(x,y)dacdy.

Exemple 21. Calculer I’intégrale suivante

1 3
I:/ / (2% +y) dy dx
0 J2

Solution : On a le domaine est donné comme

D(Ty) = [Oa 1] X [21 3]
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1.2. INTEGRALES MULTIPLES CHAPITRE 1. INTEGRALES MULTIPLES

La fonction f est continue sur le domaine D Donc

Et encore

:%B—ﬂ+

1 17
20 -l=75

Théorem 1.2.2. Pour une fonction continue f donnée par f(x,y) = h(z)k(y) sur un domaine rectangulaire

[a,b] x [¢,d] :
/ab/cdf<x,y)dydx = /abh(ﬂﬁ)dfv/cdk:(y)dy_

Exemple 22. Calculer les intégrales suivantes

1 3 1 3 , /2 pl
11:/ / et dy dx, 12:/ / xe” Y dy dx, 132/ / sin(x)eY dy dx.
0 J2 0o J2 0 0
Solution :
1 3 1 3
I :/ / e””+ydydx:/ e“”dx/ e¥ dy
o J2 0 2

= [eI](l) [ey]‘; =e%(e—1)°

13 T, 3
I, = / ze” TVdydr = / xe” dac/ e¥ dy
0 J2 0 2

- Be] et = S~ 1)

/2 1 /2 1
Iy = / / sin(x)eY dy dx = / sin(x) dx/ eV dy
0 0 0 0

= [cos(ar:)]g/2 [ey](l) =e—1
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1.2. INTEGRALES MULTIPLES CHAPITRE 1. INTEGRALES MULTIPLES

1.2.3 Changement de variables d’une intégrale double
1- Formule générale

Soit T': (u,v) = (x,y) = (z(u,v),y(u,v)) un changement de variables de classe C, bijectif. Alors :

//D f@.y) d“ly:/D,f(x(u’v),y(u,v))lJT(u,vﬂdudv,

ou
o(x,y) |2 ‘%’ . .
Jr = 2L = |gu 9gv|  estle jacobien.
A(u,v) = 5

2- Coordonnées polaires

r=rcosf, y=rsinf, r>0, 0<60<2n

Le jacobien est :
cos) —rsinf
" |sinf rcos@

= r(cos? @ +sin®f) = r

Donc :

// f(x,y)dmdy:/ f(rcos@,rsinf)rdrdd.
D D’

Exemple 23. | Intégrale en coordonnées polaires ‘
Calculer

// eV dA o D estle disque 2* +y* < a®.
D

Solution : En coordonnées polaires :

4y =02 dA=rdrdd, et D' ={(r0)|0<r<a0<6<2r}

27 a
// e~ Y dA:/ / e rdrdf
D 0 0
27 a 5
z/ d@-/ re” " dr
0 0
=27 - |:—16T2:|
2 0

=r(l—e)

1.2.4 Intégrales triples

Définition 1.2.2. Soit f : E C R?® — R une fonction continue sur un solide borné E. L'intégrale triple de f sur

E est notée :
//[Ef(m,y,z)dv ou ///Ef(x,y,z)dxdydz

— Domaine de typeI: E = {(z,y,2) | (z,y) € D, u1(z,y) < z < uz(z,y)}
— Domaine de type II : Projection sur le plan yz ou zz

e Domaines élémentaires
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1.2. INTEGRALES MULTIPLES

CHAPITRE 1. INTEGRALES MULTIPLES

1.2.5 Calcul d’une intégrale triple

— Pour un domaine de type I :

///E f(@,y,2)dV = //D </uu(;:?) fla,y,2) dz) dA.

— Pour un domaine de type II : Projection sur le plan yz ou zz

Théorem 1.2.3. Pour une fonction continue f sur un domaine [a,b] X [c,d] X [e, k] :

[ [ [ revawa= [ [ [eveea=[ [ [ ey

La fonction f est continue sur le domaine D Donc

1 3 42 1 37
I:/ / / (x+y+z)dzdyda:=/ /
0o J2 Jo1 o J2 L

[a,b] x [e,d] x [e,m] :

Exemple 24. Calculer ’intégrale suivante

1 3 2
I:/ / / (x+y+2)dzdyde
0o J2 J1

Solution : On a le domaine est donné comme

3 =1
24 9.%‘:|

Dz, y2) =10, 1] x [2, 3] x [-1, 2]

2
/ (z+y+ z)dz] dy dz

-1

1 z=2
(xz+yz+ §z2) dz] dy dx

z=—1

((2z + 2y + %22)) —(—z—y+ 1(—1)2)) dy dz

2

[ ([ o] )

= /01(3a:+9)dx

3, 317°°

3zy + —y? + y} dx
2 27] o
z=0

/ab /cd /Em f(z,y,2)dzdydx = /ab h(x)dm/cd k(y) dy/eml(z)dz,

Théorem 1.2.4. Pour une fonction continue f donnée par f(x, y, z) = h(x)k(y)l(z) sur un domaine rectangulaire

Azzi Ahmed
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1.2. INTEGRALES MULTIPLES CHAPITRE 1. INTEGRALES MULTIPLES

Exemple 25. Calculer ’intégrale suivante

I = / / / sSW)e” 1 dr ds

Solution : On a le domaine est donné comme
Dy yz) = [1, 2] x [0, 7] x [0, 1]

La fonction f est continue sur le domaine D Donc

I, = /// sin(y dydxdz
/ Zdz/ fdx/ sin(y)dy,

= [¢"]o [In(2)]} [~ cos(y)]j
= (e = 1)(In(2))(2)
=2(e —1)In(2)

1.2.6 Changement de variables d’une intégrale triple
> Coordonnées curvilignes

1- Coordonnées cylindriques

xr=rcosf, y=rsind, z=2z
dV =rdrdfdz
2-Coordonnées sphériques

x = psingcosf, y=psingsinh, z= pcosqe
dV = p*sin ¢ dpdeo db
3- Coordonnées généralisées

Pour un changement de variables T : (u,v,w) — (x,y, 2) :

// fz,y, 2 dxdydz—//E/f (u, v, w), y(u,v,w), z(u, v, w))|Jr(u, v,w)| du dv dw,

Az, y,2)
A(u, v, w)

ou Jr = est le déterminant jacobien.
1.2.7 Intégrales multiples généralisées

Comme pour les intégrales simples, on peut définir des intégrales multiples sur des domaines non bornés ou pour
des fonctions non bornées, par passage a la limite.

Exemple 26. | Intégrale de Gauss en 2D ‘

+oo  ptoo 5 o
/ / e~ YY) da dy.
—0o0 —0o0
Solution : En coordonnées polaires :

+o00 “+ o0 2
/ / f”+y)da:dy—// e rdrdf

=27 [—e "'} =2r--=m
2 0

Calculer
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1.3. APPLICATIONS GEOMETRIQUES CHAPITRE 1. INTEGRALES MULTIPLES

On en déduit ’intégrale de Gauss :

+oo 5
/ e ¥ dr = /7.

— 00

1.3 Applications géométriques

Exemple 27. ‘ Calcul d’une aire ‘ Calculer l'aire du domaine D délimité par

y=2% et y=2z.

Solution :
1. Points d’intersection

{M(z,y) eR?: 2 =2z}

Alors: 2?2 =2r = 2(z —2)=0=x=0o0ux =2
2. Pourz € [0,2],ona2? <y <2z

3. 2 2z
Airez// 1dA:// dy dx
D 0 2
2 2372

8§ 4
:/0 2z — 2?)dx = [m2—3]0:4—3:3 u?

Exemple 28. | Calcul d’un volume ‘
Calculer le volume sous la surface

z=4—x% —y? et au-dessus du carré [—1,1] x [—1,1].

Solution :

! 1 2 1 2
= (47§—y)7(74+§+y)dy
-1
1
2
= 8— = —2y%)d
/_1< 3 y>y
L /22
= = -2y )d
/_1(3 y)y
22 2,1 22 2 20 40
[37, 3y]1 <3 3) X3 =5 W)

Exemple 29. | Volume d’une sphére ‘

Calculer le volume d’une sphére de rayon R : x2 + y? + 2% < R2.

Solution : Utilisons les coordonnées sphériques :
x =psingcosd, y=psingsinf, z=pcoseo

avec0 < p< R, 0<¢p<70<0<2m.

Azzi Ahmed 13
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1.3. APPLICATIONS GEOMETRIQUES CHAPITRE 1. INTEGRALES MULTIPLES

Le jacobien est p? sin ¢. Donc :

27 ™ R
V:/// dV:/ / / p*sin ¢ dpde d
E Jo Jo Jo
27 ™ R
:/ d9-/ sin ¢ d¢ / p2dp
0 0 0

= (27) - (—cos ¢|7) - (?)

3y
:27r-(1—(—1))-%=§7rR3

1.3.1 Aire d’une surface

L aire d’une surface z = f(x,y) sur un domaine D est :

- 9F\2 9F\2
A= /A \/1 + (81‘) + <8y dA.
Exemple 30. ‘Aire d’une sphére ‘

Calculer I'aire d’une sphere de rayon R.
Solution : Considérons I’hémisphere supérieur : z = /R2 — 22 — 32 sur le disque 22 + y* < R2.

0z —x 0z —y

0 JRE 22—y Oy JRE_a2_ 42

02\ > 0z\? 2+ 32 R? R
1 = — ] =4/1 — —
\/+<8x> +<8y) \/+R2—x2—y2 RZ — 22 — 42 R — a2 _ 2

En coordonnées polaires :

R 27 R R
Ahémisphére = /‘/D \/ﬁ dA = A /O \/ﬁr dr do

R r R 5
ZQWR/O \/ﬁd’I‘:Qﬂ'R {—\/ﬂ}o =27R

Donc I’aire totale de la sphére est 47 R2.

1.3.2 Intégrales de surface

Définition 1.3.1. Pour une surface paramétrée r(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u, v)), l'intégrale de surface d’une

fonction f est :
//S fz,y,2)dS = //D fr(u,v))||ry X vyl dudvo

our, X r, estle produit vectoriel des dérivées partielles.

Exemple 31. | Flux a travers une surface‘ Calculer le flux du champ F = (0,0, 2) a travers la surface S du

paraboloide z = x> + y? pour 0 < z < 1.

Solution : Paramétrisons : r(r,6) = (rcos@,rsinf,7?) avec 0 <r < 1,0 < 6 < 2.

r, = (cosf,sinb,2r), rg= (—rsind, rcosh,0)
i ik
r, Xrg=/| cosf sin@  2r| = (—2r?cosf, —2r%sin6,r)
—rsinf rcosf O
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1.4. APPLICATIONS PHYSIQUES CHAPITRE 1. INTEGRALES MULTIPLES

lrr % rol| = VArtcos? 0+ 4risin? 0 4+ 12 = \/Art +r2 = r/a4r2 + 1

<I>://F~ndS
s

Avec F = (0,0, 2) = (0,0, r?), et la normale orientée vers le haut :

Le flux est :

o= //D(O,O,TQ) (v, X 1rg)drd

2T 1 2 1 1 T
:/ /r2-rdrd6‘:/ d9-/r3dr:27r-f:f
o Jo 0 0 4 2

1.4 Applications physiques
1.4.1-Masse et centre de masse

Pour un solide E de densité 6(z,y, z) :
— Masse: M = [[[.0(x,y,z)dV
— Centre de masse : (T, Y, Z) avec

9?::%///Eac(S(azr,y,z)dV7 gzi///}gyé(a:,y,z)d‘/, Z:%///Ezd(x,y,z)dV.

1.4.2-Moments d’inertie

Moment d’inertie par rapport a un axe :
— Par rapport a ’axe Oz :

I, = ///E(x2 +y*)o(z,y, 2)dV
I, = ///E(y2 + 22)6(w,y, 2) dV
I, = ///E(x2 + 236 (x,y, 2) dV

Exemple 32. ‘ Centre de masse d’un hémisphére ‘

— Par rapport a I’axe Oz :

— Par rapport & ’axe Oy :

Trouver le centre de masse d’un hémisphére solide de rayon R, de densité constante d, situé au-dessus du plan
xy.

Solution : Par symétrie, z = y = 0. Calculons Z.
Masse: M = %’/TRS o (demi-volume d’une sphére). En coordonnées sphériques : z = p cos ¢,dV = p?sin ¢ dp do db,
avec0 < p< R, 0<¢<7/2,0<0< 2.

z= %///Ezéodv = i;/o% /[)7T/2 /OR(pcog¢)(p2sin¢) dpd¢ db

5o 2 w/2 R
= — do / cos ¢ sin ¢ do / pidp
0 0

M Jo

8o (2m) {sin2 ¢>Tr/2 [p‘*r%
= — 7r . . —

M > |, 141/,
f‘io(g ) 1 RY_ mooR!
TMY e Ty T A
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1.5. TECHNIQUES DE CALCUL CHAPITRE 1. INTEGRALES MULTIPLES

Avec M = 2w R35, on obtient :
7T50R4 3 o ﬁ
4 2m6oR3 8

z =

Exemple 33. | Masse d’un cone
Trouver la masse d’un cone de hauteur h et de rayon de base R, si la densité en un point est proportionnelle a la
distance du point a la base.

Solution : Prenons le cone avec sommet a 1’origine et base a

h
z=h: z:E\/xQ—i—y?. Ladensité : d(x,y,2) = k(h — 2).

En coordonnées cylindriques : z = rcosf,y =rsinf, z = z,avec 0 < 2 < h, 0 < r < %z, 0<60<2m.

Jacobien : 7.
27 ph p(R/h)z
M:/// 5(x,y,z)dV:/ / / k(h — z)rdrdzdb
E o Jo Jo
h

(R/h)z

:27rk/0 (h - 2) {’;]O dz
:wk/oh(h—z) (sz“‘) dz

kR2 "
= th / (h2? — 2%)dz
0

_W{hzi‘:ﬂ”
0

h? 3 4
_ wkR2 h;l - h74 - rkR2h2
 h2 3 4) 12

1.5 Techniques de calcul
1- Choix des coordonnées

— Coordonnées cartésiennes : Pour des domaines rectangulaires,
— Coordonnées polaires/cylindriques : Pour des domaines a symétrie circulaire/cylindrique,
— Coordonnées sphériques : Pour des domaines a symétrie sphérique

2- Ordre d’intégration
Le choix de I’ordre d’intégration peut simplifier considérablement le calcul.
3- Symétries
Exploiter les symétries du domaine et de la fonction pour réduire le calcul :
— Fonction paire/impaire
— Symétries par rapport aux plans coordonnés
— Invariance par rotation

1.6 Exercices Corrigés
Intégrales doubles

Exercice 1. Calculer I'intégrale double :

J[ @+ 2maa

o D={(z,y) eR*|0<2<2,0<y<1}
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1.6. EXERCICES CORRIGES CHAPITRE 1. INTEGRALES MULTIPLES

Solution 1. L’intégrale se calcule comme une intégrale itérée :

//D(x+2y)dA:/02-/01(m+2y)dydw

= /O [a:y + yQ} Z:) dx

=<;L+2>—0:2+2:4

Exercice 2. Calculer I'aire de la région D délimitée par les courbes y = x2 et y = .

Solution 2. Trouvons d’abord les points d’intersection :

P?=r=>2x-1)=0=2z=00uz=1

1 x
Aire(D):// dA:/ / dy dx
D 0 Jz2
1
:/ (x — 2%)dx
0
$2_$11
2~ 3,

Pour z € [0,1], on a x? < x, donc :

Il
N = —

_1
6

ff e

ou D est la région du premier quadrant délimitée pary =z, y =2z, x = l et x = 2.

Q| =

Exercice 3. Calculer I'intégrale double :

Solution 3. La région D peut étre décrite comme :

D={(z,y) 1<z <22 <y< 2}
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1.6. EXERCICES CORRIGES CHAPITRE 1. INTEGRALES MULTIPLES

Donc :

2 2z
// a:ydA:/ / xy dy dx
D 1 T

Changement de variables

Exercice 4. Calculer 'intégrale :

J[ e aa
D

Solution 4. Utilisons les coordonnées polaires : x = rcosf, y = rsinf, avec 0 < r <1, 0 < 0 < 27. Le jacobien

estr.
N N 27 1 R
// e v Y dA:/ / e " rdrdf
D 0 0
27 1 R
:/ d9~/ re " dr
0 0

) [ 1 _r2:|1
=27 |—ce
2 0

1 1
=27 - <_26_1 + 2)

=n(l—et)

ou D est le disque unité x° + y? < 1.

Exercice 5. Calculer Iaire de la région D délimitée par ’ellipse z—z + %—2 <L

Solution 5. Utilisons le changement de variables : © = arcosf, y = brsinf, avec 0 < r < 1,0 < 6 < 27 Le

Jjacobien est :
acos —arsinf
bsinf  brcosf

27 1
Aire(D) :// dAz/ / abr dr df
D 0 0
27 1
= ab/ d9~/ rdr
0 0
1

:ab~277~§:7rab

J= = abr(cos® 0 + sin® §) = abr

L’aire est donc :
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1.6. EXERCICES CORRIGES CHAPITRE 1. INTEGRALES MULTIPLES

1
———dA
//D (1422 +y)?

oi D= {(x,y) | 2> +y?> <1,z >0,y > 0}.

Exercice 6. Calculer l'intégrale :

Solution 6. La région D est le quart de disque unité dans le premier quadrant. En coordonnées polaires :

lfz{m@|0§r§LO§0<g}

1 A 7T/2 1 1
——— dA = ———rdrdf
R e L A e
™ ! r

:5/0 e

Pour calculer cette intégrale, posons u = 1 + r2, alors du = 2rdr, donc rdr = du :

2
1 u=2
1 1
/ S ;- 7/ —du
o (1+72)? 2 Ju=1 W2

Il
N |
/|\
N =
+
—_
N~~~
I
| —
N |
I
=

Donc :

1 T 1 ™
- dA=.-="L
//D (1+ a2+ y?)? 2 4 8

Exercice 7. Calculer l'intégrale triple :
/ / / xyzdV
E

Intégrales triples

ou B =10,1] x [0,2] x [0,3].

1 2 3
/// xyde:/ / / xyz dz dy dx
E o Jo Jo
1 2 272=3
[ [[z] T
0o Jo 2120
1 2
9
:/ xy-idydz
0o Jo
9 [l 2
:/33</ ydy)d:c
2 Jo 0
1 272
:2/ s
2 J 2,
1 1
:2/ I'le’Zg/ :de:9~1:g
2 Jo o 2 2

Exercice 8. Calculer le volume du solide délimité par le paraboloide z = x* + y* et le plan z = 4.

Solution 7.
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1.6. EXERCICES CORRIGES CHAPITRE 1. INTEGRALES MULTIPLES

Solution 8. Le solide est décrit par 0 < z < 4 et pour chaque z, (x,y) vérifie x*> + y*> < 2. En coordonnées
cylindriques : x =rcosf, y =rsinf, 2 =z, avec0 < 2<4,0<r <./2,0<6 < 2m.

27 4 vz
V:/// dV:/ / / rdrdzdf
E 0 o Jo
471,27VE
:27r/ [T} dz
o L2]
4, 4
:27r/ fdzzw/ zdz
0o 2 0

EXerClce 9- Calcule’ l intéglale tr iple N
///
E

ou E est le solide délimité par le cylindre x> + y?> = letles plans z =0et z = x + y + 2.

Solution 9. Utilisons les coordonnées cylindriques : x = rcosf, y =rsinf, z =z, avec 0 <r < 1,0 <0 < 27, et
0<z<rcosf+rsinf + 2.

2 1 7 cos 0+rsin 6+2
/// de:/ / / z-rdzdrdf
E 0 0 0

2 1 22 r cos 0+r sin 0+2
= / / T [] dr df
0 0 2 0

1 27 1
f/ / 7(r cos § + rsin 6 + 2)2dr df
2Jo Jo

Développons :
(rcos® +rsind +2)% = r*(cos 0 + sin 0)? + 4r(cos § 4 sin §) + 4

Donc :

1 27 1
/// zdV = 5/ / [7%(cos 0 4 sin 6) + 47> (cos 0 + sin ) + 4r] dr d6
E o Jo
1 27

:f/ {1(6089—1—51110)2—1—4(0059+sin9)—|—2 de
2 ), |4 3

Calculons chaque terme :

27 27
/ (cos @ + sin 0)%df = / (cos? 0 + 2 cos O sin 0 + sin? §)df
0

o

2m
:/ (1+4sin20)d0 =27 +0 =27
0

2m
/ (cos@ +sin@)df = 0
0

27
/2d9=4ﬂ'
0
1/1 1 /7 1 97 97
///Ede 2<4 T+ 0+ 7T> 2(2+ 77) 53 1

Applications physiques

Donc :
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1.6. EXERCICES CORRIGES CHAPITRE 1. INTEGRALES MULTIPLES

Exercice 10. Trouver la masse d’un cone solide de hauteur h et de rayon de base R, si la densité en un point est
proportionnelle a la distance du point a la base.

. A TS N ). . A .. _ h
Solution 10. Plagons le cone avec son sommet a l'origine et sa base d z = h. L’équation du cone : z = £+/x? + y>.
La densité : §(x,y, z) = k(h — z), ou k est une constante.

En coordonnées cylindriques : x = rcosf, y =rsinf, z =z, avec0 < 2 < h, 0 <r < %z, 0<60<2m.

27 ph p(R/h)z
M:/// 5(;v,y,z)dV:/ / / k(h—2z)-rdrdzdf
E o Jo Jo

(R/h)z

= 27rk:/0h(h—z) [r;]o dz

_ rkR? L 23 2t h

T OR? { 3 4]0

_ wkR? (B*  h*\  wkR2R?
h2 ( 3 4) 12

Exercice 11. Trouver le centre de masse d’un hémisphére solide de rayon R et de densité constante .

Solution 11. Placons I’hémisphére au-dessus du plan xy : 2 + y? + 22 < R2, z > 0. Par symétrie, T = jj = 0.

Calculons z : )
e
ou M = %TFR3(50 (demi-volume de la spheére).

En coordonnées sphériques : x = psin¢cosf, y = psingsinb, z = pcosg, avec0 < p < R, 0 < ¢ < /2,
0<0<2mdV = p*singdpdedo.

///E 200 dV = Jy /027T /077/2 /OR(/)COS(;S)p2 sin ¢ dp d do

27 w/2 R
:50/ d9~/ cosc;Ssingbqu-/ pidp
0 0 0

.. 92 w/2 41 R
2]

2 0 4 1o
1 R4 7T50R4
=02 = =
04Ty 4
Donc :
2_77(50R4 3 _3R

4 2m6R® 8

Le centre de masse est en (0,0, %).
Exercice 12. Calculer le moment d’inertie par rapport a I’axe Oz du solide délimité par z = \/x? + y? et z = 1,

avec densité constante 0.

Solution 12. Le solide est un céne tronqué. En coordonnées cylindriques : x = rcosf, y = rsinf, z = z, avec
r<z<1,0<r<10<6<2m.
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1.6. EXERCICES CORRIGES CHAPITRE 1. INTEGRALES MULTIPLES

Le moment d’inertie par rapport a Oz est :

IZ:///E(xz—&—yz)éodedo///ETQdV

En coordonnées cylindriques, dV = r dr df dz, donc :

2 1 pl
Iz:(50/ / / r2.rdzdrdf
0 0 T

1 1
=0dg - 27 / r3dz dr
0 r
1
= 27r§0/ r3(1 —r)dr
0
1 G
= 27r50/ (r3 — rYYdr
0

r4 7"51
=21y | — — —
W0[4 5}0

Exercices avancés

Exercice 13. Calculer le volume du solide commun a deux cylindres de rayon R dont les axes se coupent
perpendiculairement : 2 + y?> < R? et z? + 22 < R2.

Solution 13. Par symétrie, calculons le volume dans le premier octant (x > 0,y > 0,z > 0) et multiplions par 8.
Dans le premier octant, pour un x fixé entre 0 et R, on a y variant de 0 a v/ R? — 22 (d’aprés 2% +y?> < R?) et 2
variant de 0 a vV R2 — x2 (d’aprés x° + 22 < R?).

Donc :
R E=a? R
‘/}er octant = / / / dz dy dx
0 0 0

R vV R2—z2
Vleroctant = / / V R? — 22 dy dx
0 0

R 371 R 3 3

, R® 2R

- 2 iy = |R2p— T | —pi_ T 2T
/O(R 22)dx [Rx 7, R - =

Le volume total est donc : 3 3
2R 16R
V=8 —=
3 3

Exercice 14. Calculer l’intégrale triple :

1
///E (22 4 y2 + 22)3/2 v

ou E est la région entre les sphéres 2 +vy> + 22 = a? et x> +y> + 22 = b% avec 0 < a < b.

Solution 14. Utilisons les coordonnées sphériques : x = psin ¢ cos 8, y = psin ¢siné, z = pcos ¢, aveca < p < b,
0<¢p<m0<0<2mdV = p?sinpdpdedeb.
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1.6. EXERCICES CORRIGES CHAPITRE 1. INTEGRALES MULTIPLES

1 27 s b 1
dV: . 2 . d d d@
///E (22 4+ y2 + 22)3/2 /0 /0 /a P p-singdpde
2m T bl
:/ d9~/ sin¢d¢./ ~dp
0 0 a P

=27 [~cos | - [Inp]®
=2r-(1-(-1))-(Inb—1na)

=27-2-1n (b) =4mln (b)
a a

Exercice 15. Trouver laire de la partie de la surface z = xy qui se trouve a lintérieur du cylindre x° + y> = 1.

Solution 15. L’aire d’une surface z = f(x,y) sur un domaine D est :

= [l () (3)

Ici, f(x,y) = xy, donc % =y, % =z, et D= {(z,y) | 22 +y* < 1}.

VI+y2+22=/1+22 +y2

En coordonnées polaires :
27 1
A:// \/1—|—a:2+y2dA:/ / V1+7r2-rdrdd
D o Jo
1
=27r/ rv1+r2dr
0

Posons u = 1 + 2, alors du = 2rdr, donc rdr = 1du :

2
! 1 [u=2 1[2 2
/r\/l—&—r?dr:f Vudu = = | =432
0 2 u=1 2 3 1
1 2 . 1
:5-5(23/%1):?2\@—1)

u

Donc :

A:2w.é(2\f2—1):2§(2\@—1)

Exercices supplémentaires

Exercice 16. Calculer

J[[oveav

Solution 16. Le domaine FE est un parallélépipéde rectangle, l'intégrale triple se factorise donc :

[ aveav - (/Omdac> (/Oydy) </03d)

Calculons chaque intégrale simple :

1 271 2 272 3 273
T 1 / Y 4 z 9
rdr=|—| = =, ydy = [] =—- =2 / zdz = [] =—.
/o [2]0 2 0 21y 2 0 2]y 2
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1.6. EXERCICES CORRIGES CHAPITRE 1. INTEGRALES MULTIPLES

Le produit donne

Ainsi,

[[[erav=2]

Exercice 17. Calculer le volume délimité par le paraboloide z = x> + vy et le plan z = 4.

Solution 17. Le volume est compris entre la surface z = x> + y? (en dessous) et le plan z = 4 (au-dessus). La
projection sur le plan xy est le disque x% + y? < 4 (car z < 4). En coordonnées polaires :

r=rcosf, y=rsinf, dA=rdrdd,

avec 0 < r <2et0 <0 <2m. Le volume s’écrit

V://962+y2<4(4_(;c2+y2))dA:/O%/02(4—r2)rdrd0.

Calculons d’abord 'intégrale en r :
2 412
1
/ (4r — r¥) dr = {27«2—7’} o gy
0 4],

Puis Iintégrale en 0 donne un facteur 2. Donc
V =21 x4 =38m.

Exercice 18. Trouver le moment d’inertie par rapport a I’axe Oz du solide délimité par z = \/2% + y2 et z = 1,
avec densité constante.

Solution 18. Le solide est un cone de sommet l'origine, limité par le plan z = 1. En coordonnées cylindriques (r, 0, z),
I’équation du cone devient z = r. Le domaine est donc

0<6<2m, 0<z<1l, 0<r<ez

Le moment d’inertie par rapport a Oz est

IZ///(a:2+y2)pdvp///ﬁ.(rdrdedz)p/o%/ol/ozr?’drdzdo.

On calcule successivement :

Ainsi, )
pT
1. = 2 — = —.
PHETX 50T 10
Si l'on prend une densité unité p = 1, alors
T
I,=—|
10
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1.6. EXERCICES CORRIGES CHAPITRE 1. INTEGRALES MULTIPLES

Exercice 19. Calculer .
——dA
/ /D Va2 +y?
ou D est la région entre les cercles x> + y?> = 1 et 2> + y? = 4.

Solution 19. En coordonnées polaires, \/x% + y2 = r et dA = r dr df. L’intégrande devient

1 X rdrdf =drdf.
r

Le domaine D est la couronne 1 < r < 2,0 < 0 < 2x. L’intégrale se raméne donc a

1 27 2 27 27
7dA:/ / drd9:/ 2—-1 d9:/ 1d6 = 2.
//D 2+ y? o J1 0 ( ) 0

Exercice 20. Trouver le volume commun a deux cylindres de rayon R dont les axes se coupent perpendiculairement :
22 +y? < R?etx?+ 22 < R%

Solution 20.
Meéthode-1
Le solide est 'intersection de deux cylindres droits :

— Cylindre 1 : axe paralléle ¢ Oz, de rayon R, donné par v + y? < R
— Cylindre 2 : axe paralléle a Oy, de rayon R, donné par x* + z*> < R2.
Le volume commun est symétrique par rapport aux trois plans x = 0, y = 0, z = 0. On peut donc calculer le

volume dans le premier octant (x > 0, y > 0, z > 0) et multiplier par 8.
Dans le premier octant, pour une valeur fixée de x comprise entre O et R, les variables y et z sont limitées par les

inégalités issues des cylindres :
y < vV R?2— 22, z <V R?—22.

Ainsi, pour chaque x, la section transverse est un carré de coté \/ R? — x2 dans le plan vy, z. Le volume élémentaire
dans le premier octant est donc

dV = (VR? —2?) x (VR? — 2?) dz = (R* — 2*) da.

Le volume dans le premier octant s’obtient en intégrant pour x de 0 a R :

R 31 R 3
T R 2
‘/octant:/o (R2—5E2)d$_|:R2£L'—3:|0—R3_3—3R3
Le volume total est huit fois cette valeur :
2 . 16
V =8x=-R3>=—R5.
*3 3

Méthode-2
On peut également écrire 'intégrale triple en coordonnées cartésiennes. Par symétrie, le volume total est

V:///ldv" oi D = {(z,y,2)| 2 +y* < R?,2* + 2* < R?}
D

En intégrant d’abord sur y et z pour x fixé, on retrouve le méme calcul :

R VvV R2—z2 vV R2—z2 R
V:/‘ /' dy / dzdx:/ 4(R* — 2?) du.
—R \J—VRZ—22 VR =22 -R
Par parité, cela donne
f 2 2 2 5 16 4
V=8 (RP—2°)dx=8x -R>=—R".
0 3 3
Conclusion

Le volume commun aux deux cylindres est

1
y = L0ps|
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Chapitre

Intégrales Impropres (Généralisées)

Les intégrales impropres étendent le calcul intégral a des situations plus générales que I'intégrale de Riemann. La
maitrise des criteres de convergence et des techniques de calcul est essentielle pour leur utilisation en analyse, physique
et probabilités. Les intégrales impropres jouent un role fondamental dans de nombreuses théories mathématiques, des
séries de Fourier aux transformations intégrales.

Les intégrales impropres généralisent la notion d’intégrale de Riemann aux cas ot :
1. Lintervalle d’intégration n’est pas borné (premiére espece)
2. La fonction a intégrer n’est pas bornée sur I’intervalle (deuxieme espece)

3. Une combinaison des deux (mixte)
2.1 Définitions fondamentales

2.1.1 Intégrales impropres de premiere espece

Définition 2.1.1. Soit f : [a, +oo[— R localement intégrable. On définit :

[ [

si cette limite existe et est finie.
De méme :

b b
| f@do= tm @ o

a—r — o0

2.1.2 Intégrales impropres de deuxiéme espece

Définition 2.1.2. Soit f : [a,b[— R localement intégrable sur |a, b| mais non bornée au voisinage de b. On définit :

/f ) do = Tim af()

2.1.3 Convergence et divergence
— Lintégrale est convergente si la limite existe et est finie
— Lintégrale est divergente si la limite n’existe pas ou est infinie
— On parle de convergence absolue si [ |f(z)|dx converge
— La convergence absolue implique la convergence simple (mais pas réciproquement)

26



2.2. INTEGRALES IMPROPRES DE PREMIERE ESPHEEITRE 2. INTEGRALES IMPROPRES (GENERALISEES)

2.2 Intégrales impropres de premiéere espéce

Définition formelle

Définition 2.2.1. Pour f continue sur [a, +00] :

- f(z)dx = lim bf(x) dx
J J

b—+o00

L’intégrale converge si cette limite est finie.

> Exemple fondamental :

1-Intégrale de Riemann ‘

—+oo
/ - dx converge si et seulement si p > 1
1 x

Démonstration : Pour p # 1 :

b 1 B xl—p b _ bl—p -1
par T [1=pl, 1-p
— Sip>1:
lim % =0,
b—+oo
donc la limite est
— Sip<1:
lim b7 = 400,
b——+oo
donc divergence
— Sip=1:
b1
/ —dr=Inb— +0
1z
2-Intégrale de I’exponentielle
+oo
/ e Pdr=1
0
Démonstration : ,
lim e dr= lim [~e 7} = lim (1-e ") =1
b—+oo Jo b—+4o00 b—+o00

3-Intégrale de Gauss ‘

eV dx=-~"——
2

Cette intégrale se calcule par des méthodes avancées (coordonnées polaires). (voir exemple26)

[Ty

2.3 Intégrales impropres de deuxiéme espéce

Définition formelle

Définition 2.3.1. Si f est continue sur |a, b] mais non bornée au voisinage de a :

b b
/ f(z)dx = lim f(z)dx

4k
c—a c
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2.4. INTEGRALES IMPROPRES MIXTES CHAPITRE 2. INTEGRALES IMPROPRES (GENERALISEES)

> Exemple fondamental :

‘ 1-Critére de Riemann en 0" ‘

1
1 . .
/ - dx converge si et seulement sip < 1
0o T

Démonstration : Pour p # 1 :

xP

1 1—p1! 1—
1 xz P 1—c7P
-]

c 1- b c 1- b

— Sip < 1:lim. o+ c*~P = 0, donc la limite est ﬁ

— Sip>1:lim. o+ ¢! ~P = 400, donc divergence

— Sipzl:f;%dx:—lnc—%i—oo

2-Intégrale avec singularité en 0" ‘

|
—dr =2
|

1
1
/—dx:[2\/5]i:2—2ﬁ—>2 quand ¢ — 07"
e VT

Démonstration :

3-Intégrale logarithmique

1
/ Inzdr = -1
0

/llnxdx =[zlnz —z]! = (=1) = (clnc—¢)

c =

Démonstration :

Comme lim._,¢+ cln ¢ = 0, on obtient —1.

2.4 Intégrales impropres mixtes

Définition 2.4.1. Les intégrales peuvent étre impropres aux deux bornes ou en un point intérieur. Par exemple :

“+o00 c b
/ f(z)dz = lim f(z)dz + bliin / f(z)dzx

PN a——00

ou c est un point quelconque.

‘ 1-Intégrale de Cauchy principale ‘

Pour f(z) = %, Iintégrale | 7;: % dx n’existe pas au sens usuel, mais on peut définir la valeur principale :

oo 1 oo
VP/ —dzr = lim (/ fdx—i—/ dx)zO
o T e—0t \J_o T B T

2-Intégrale sur tout R ‘

+oo 1
/_oo 71+x2dm=7r

b
1
/ 5.2 dx = [arctan x]® , = arctanb — arctan(—b) = 2arctanb — 7
b X

Démonstration :
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2.5. CRITERES DE CONVERGENCE CHAPITRE 2. INTEGRALES IMPROPRES (GENERALISEES)

2.5 Criteres de convergence

2.5.1 Critéres de comparaison

Théorem 2.5.1 (Critére de comparaison). Soient f et g continues sur [a, +oo[ avec 0 < f(z) < g(z) pour x > A.
1. Si f;oo g(x) dx converge, alors f;roo f(z) dz converge
2. Si fa+oo f(x) dx diverge, alors fa+oo g(z) dz diverge

2.5.2 Critére des équivalents

Théorem 2.5.2 (Critere des équivalents). Si f ~ g en +oo et f,g > 0, alors f:oo f(z)dx et f;oo g(x) dx ont
méme nature.

2.5.3 Critére d’Abel et Dirichlet

Théorem 2.5.3 (Critere d’Abel). Si fa+oo f(z) dx converge et g est monotone bornée, alors f:oo f(z)g(x)dz
converge.

Théorem 2.5.4 (Critere de Dirichlet). Si F'(b) = f: f(x) dzx est bornée et g est monotone tendant vers 0 en +0o0,

alors f;oo f(x)g(x) dx converge.

2.5.4 Intégrale de Bertrand

Intégrale sur tout R

+o0 1
—d
/2 z*(lnx)B .

converge si et seulementsia > lou(a=1let > 1).

2.5.5 Convergence absolue et semi-convergence

Définition 2.5.1.
— Convergence absolue : [ |f(z)| dx converge
— Convergence conditionnelle (semi-convergence) : [ f(x) dx converge mais [ |f(x)|dx diverge

Exemple 34. Intégrale semi-convergente

T ginz
/ dx  converge (conditionnellement)
1

x
—+oo
J
Solution : On applique le critére de Dirichlet avec f(x) = sinz (intégrale bornée) et g(x) = 1/x (décroissante

vers 0).
Pour la divergence de I’intégrale absolue, on remarque que :

mais
sinx

dx diverge

T

sinx S sin? z 1 — cos2x

T T 2x

et f;roo > dx diverge.
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2.6. TECHNIQUES DE CALCUL CHAPITRE 2. INTEGRALES IMPROPRES (GENERALISEES)

Exemple 35. Intégrale absolument convergente

o0 sinx
5~ dx  converge absolument
0 xZ

car |“;,%| < I% et 1+°° ?12 dx converge.
2.5.6 Convergence uniforme

Théorem 2.5.5. Soit (fi)+c une famille de fonctions intégrables. Si :
1. fi(x) = f(x) pour presque tout x quand t — tg
2. Il existe g intégrable telle que | fi(x)| < g(z) pour tout t

Alors

/ft(m)dx%/f(m)dac.

2.6 Techniques de calcul
2.6.1- Intégration par parties

Pour les intégrales impropres, I’intégration par parties s’ applique sous forme limite.

+oo
/ ze fdr=1
0

b b
/ ze % dr = [—xe ] + / e dr = —be b + [—e 7}
0 0

Comme limp_, o, be~? = 0, on obtient 0 + (0 + 1) = 1.

Exemple 36.

Solution :

2.6.2- Changement de variable

Les changements de variables doivent étre effectués avec soin pour les intégrales impropres.

Exemple 37.

+oo
1 T
= dr ==
/O 112272

Solution : Par changement de variable = = tant, dz = (1 4 tan®t)dt :

+o0 1 /2
[T aen [Tant
0 1+ 0 2

2.6.3- Intégrale de Dirichlet

sia >0
sia=0

.
-5 sia<0

S wly

X

+00 s
/ sin(ax) dr —
0

2.7 Exercices corrigés
2.7.1 Intégrales impropres de premiére espéce

Exercice 21. Etudier la convergence et calculer si possible :
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2.7. EXERCICES CORRIGES CHAPITRE 2. INTEGRALES IMPROPRES (GENERALISEES)

Solution 21. I/ s’agit d’une intégrale impropre de premiére espéce (intervalle non borné). Pour b > 1 :

Quand b — 400, % — 0, donc :

L’intégrale converge et vaut 1.

Exercice 22. Etudier la convergence de :

Solution 22. Pourb > 1 : ,
1
/ —dr =[lnz)} =lnb
1

x
Quand b — 400, Inb — +00, donc la limite n’est pas finie. L'intégrale diverge vers +oo.

Exercice 23. Etudier la convergence et calculer :

“+ o0
/ e “dx
0

b
/ e dr=[-e " =1-¢"
0

Solution 23. Pourb > 0:

Quand b — 400, e~ — 0, donc :
+oo
/ e ®dr= lim (1-e %=1
0 b—+o00
L’intégrale converge et vaut 1.

Exercice 24. Etudier la convergence de :

Solution 24. On utilise le critére de comparaison. Pour © > 1 :

1
= a?

sinx

x2

sin

5 | dx converge, ce qui implique la

+ \ . . +
Or fl > % dx converge (d’aprés ’exercice 1). Donc par comparaison, fl > ‘

convergence absolue, donc la convergence de f 1+°O % dzx.
2.7.2 Intégrales impropres de deuxiéme espéce

Exercice 25. Etudier la convergence et calculer si possible :

|
—dzx
|

Solution 25. La fonction n’est pas bornée au voisinage de 0. Pour 0 < e < 1:

! 1 . 1 _ o
| Jrde=laval—2-2ve
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2.7. EXERCICES CORRIGES CHAPITRE 2. INTEGRALES IMPROPRES (GENERALISEES)

Quand ¢ — 0%, \/e — 0, donc :
1
1
—dx= lim (2—-2 =2
f, = a2
L'intégrale converge et vaut 2.
Exercice 26. Etudier la convergence de :

1

1
/fdx
o T

Solution 26. La fonction n’est pas bornée au voisinage de 0. Pour 0 < e < 1:

'
/ —dr =[lnz]! = —Ine
e T

Quand € — 0, —Ine — +oo, donc ’intégrale diverge vers +oc.

Exercice 27. Etudier la convergence et calculer :

1
/ Inzdx
0

Solution 27. La fonction n’est pas bornée au voisinage de 0. Pour 0 < € < 1:
1
/ Inzdr=[zrlnz — 2]} = (=1) — (elne —¢)
€
On sait que lim,_,o+ €lne = 0, donc :

1
/ Inzdr= lim [-1—elne+¢ =—1
0

e—0t

L’intégrale converge et vaut -1.

Exercice 28. Etudier la convergence de :
/ Lsinz d
— dzx
o a3/?
Solution 28. La fonction n’est pas bornée au voisinage de 0. Au voisinage de 0, sin x ~ x, donc :

sinx x 1

~J =
23/2 7 p3/2 T p1/2

1 s s 7 . P . L. 1 g
Or fo xl% dx converge (d’aprés [’exercice 5). Par équivalence des fonctions positives, fo 237 dx converge.

2.7.3 Intégrales impropres mixtes

Exercice 29. Etudier la convergence et calculer si possible :

+o0 1
| e
o 1422

Solution 29. C’est une intégrale impropre de premiére espéce. Pour b > 0 :

b

1

/ —— dr = [arctan x]}) = arctan b
o 1+=

“+oo
1 T
= dr ==
/O 1122472

Quand b — +0oo, arctan b — g, donc :

I s
L’intégrale converge et vaut 3.
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2.7. EXERCICES CORRIGES CHAPITRE 2. INTEGRALES IMPROPRES (GENERALISEES)

Exercice 30. Etudier la convergence de :

Solution 30. Par parité, fjooj =% dp — 9 f0+oo o= di.

2
Montrons que fo+°° e~ " dx converge. Pourb > 0 :

b 2
/ e ? dx
0

. P . . 2 _ +oo +oo .2
existe comme intégrale d’une fonction continue. Pourx > 1,e™" < e~ % et fl e~ " dx converge. Donc fl e " dx
converge par comparaison. Sur [0, 1], la fonction est bornée continue, donc I'intégrale est propre.

. . oo .2 .
Ainsi fo e~ " dx converge. On sait que sa valeur est @ donc :

+o0 R
/ eV dr =7

— 0o
Exercice 31. Etudier la convergence et calculer :

“+oo e 7

—dx
0 Vi

Solution 31. L’intégrale est impropre en 0 (fonction non bornée) et en +o0o (intervalle non borné). Séparons en deux :

/+oo e~ T 1 e~ % +oo e~
dr = / —dx + / —dx

0 vV 0o VT 1 Vi

~ 1, donc % ~ % et fol ﬁ dx converge.

Pour f1+oo €~ dx :pourz >1,0< e\; <e T et f;roo e~ " dx converge.

VT z
Donc les deux intégrales convergent. Calculons la valeur. Posons t = \/x, alors x = 12, dx = 2tdt :

+oo —x +oo —t2 +o0 N
/ ¢ dx:/ ¢ -2tdt:2/ =2 YT _
0o VT 0 t 0 2
+oo o
/ smxdx
0 Xz

Exercice 32. Etudier la convergence de :
Solution 32. L’intégrale est impropre en oo (intervalle non borné) et en 0 (mais % — 1 en0, donc pas d’impropreté
en0).
Etudions la convergence en +0o. On ne peut pas utiliser le critére de comparaison absolue car f;roc ’%’ dx
diverge. Utilisons le critére de Dirichlet.
Soit f(x) =sinz et g(x) = % Alors : - g est décroissante et tend vers 0 en +oo - Les primitives de f sont bornées :

‘fobsinxdac‘ =1 —cosb| <2

x

Pour fol % dr:en0, e

e .. 400 & .. prtoo g .. .
Donc par le critére de Dirichlet, |, | rrdx converge. Ainsi fo ==L dx converge (convergence conditionnelle )(semi-
convergence). On sait que sa valeur est 7.

2.7.4 Critéres de convergence

Exercice 33. Etudier la convergence de :

/+oo z+1
oo
1 342z +1
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Solution 33.

En + rz+1 x 1
n+00, ——— ~-— =,
T3 422 +1 3 22

+o0 1
/ —dx converge.
x
1

r+1
3+ 22 +1

“+ o0
1
/ dx
o xlnzx

[ b
| 7z dz = [In(lnz)]3 = In(Inb) — In(In 2)

. . . .. —+oo
Par eqmvalence d@SfOnCthﬂS positives, fl dx converge.

Exercice 34. Etudier la convergence de :

Solution 34. Pour b > 2 :

Quand b — 400, In(lnb) — 400, donc ’intégrale diverge vers +oc.

400 1
/2 z(Inz)? de
/b 1 { 1} 1 1
2= el T e o
o z(lnz) Inz|, mn2 Inb

/+oo 1 1
———dr = —
9 z(lnz)? In2

Exercice 35. Etudier la convergence de :

Solution 35. Pourb > 2 :

Quand b — +oo, ﬁ — 0, donc :
L'intégrale converge.
Exercice 36. Etudier la convergence de :
1
1
——dx
/0 22+

Solution 36. La fonction est non bornée au voisinage de 0.

1 1

En0, ———— ~ —.
e 2 +Vr Jx

[
—dxz, converge.
0 VT

Par équivalence des fonctions positives,

/1 : a
— — —=ax converge.
0 IEQ + \/E 8

2.7.5 Convergence absolue et conditionnelle

Exercice 37. Etudier la convergence (absolue et conditionnelle) de :
+0o0 s
sin
/ dzx
1 x
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Solution 37. Nous avons déja vu que

oo sing
/ dx, converge (conditionnellement) par le critére de Dirichlet.
1 m

Montrons que

T lsing )
dx, diverge.
1 X
Ona
sinx sin? z 1 — cos2x 1 cos 2x
T x 2z 2 2z
Or:

+oo 1 .
— [[7 5zdx diverge
—+o0
— )k
Donc

%dx converge (par Dirichlet, car % décroit vers 0 et les primitives de cos 2z sont bornées)

+oo
1 2
/ < _ s x) dx, diverge
1 2z 2z

(comme somme d’une intégrale divergente et d’'une convergente).
Par comparaison,
+oo
/1

+oo o;

sinz o

dx, converge conditionnellement.
1 X

sinx .
— | dz, diverge.

Ainsi,

Exercice 38. Etudier la convergence (absolue et conditionnelle) de :
+oo
cosT
/ 5 dz
1 X

+oo
1
et —dx, converge.
1 x

Solution 38. On a

‘cosx‘ 1
x2 |7 x2’

Donc

oo cos
5—|dx, converge
1 X

ce qui implique la convergence absolue de l'intégrale donnée.

Exercice 39. Etudier la convergence (absolue et conditionnelle) de :

+2° gin (x2)
/0 — dx

Solution 39. L’intégrale est impropre en 0 et en +oc.

donc pas de singularité en 0 (la fonction est prolongeable par continuité en Q). L'intégrale est donc impropre seulement
en +00.

_ 2 _ _ 1 .
Posonst = x ,alorsx—\/ﬂ dx = 2\/zdt.

oo sin(x2) B T gint 1 1 T gint
dx = — ——dt = —dt
0 x 0 \/i 2\/1? 2 0 t
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N . . sint o .
D’aprés la convergence conditionnellement (semi-convergence) de, 0+°° Tdt. (voir I’exercice 37). Donc

+o° gin(2?) -
———2~dx converge conditionnellement.
0 X

Exercice 40. Etudier la convergence (absolue et conditionnelle) de :

/”/2 Ccos T d
T
0 Vsinx

Solution 40. La fonction n’est pas bornée au voisinage de 0 (car \/sinx ~ \/x en 0).

CoOST
~Y

1
En 0, —
sinx VT

'
, et /—dz, converge.
0

N

Donc

dx, converge.

De plus, la fonction est positive sur [0, /2], donc la convergence absolue est équivalente d la convergence simple.
L’intégrale converge absolument.

2.7.6 Calculs d’intégrales impropres
400 1
/0 Arap ™

Quand b — 400, ﬁ — 0, donc :
—+oo
1 1
/ LS
0 (1+x)3 2

+oo 5
/ ze ¥ dx
0

b , RL
/ ze " dx = {1612} 1o 1e*l72
0 27 |, 2 2

Exercice 41. Calculer :

Solution 41. Pour b > 0 :

Exercice 42. Calculer :

Solution 42. Pourb > 0 :

Quand b — +oo, e 0, donc :

Exercice 43. Calculer :

[ =
——dx
0 1—.%2

Solution 43. La fonction n’est pas bornée au voisinage de 1. Pour 0 < b < 1:

b
1
———dx = [arcsin z]% = arcsinb
| =sta = lavcsinai
Quand b — 17, arcsinb — arcsin 1 = 7, donc :

™

[ =
—dr = —
0 1—332 2
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2.7. EXERCICES CORRIGES CHAPITRE 2. INTEGRALES IMPROPRES (GENERALISEES)

Exercice 44. Calculer :

+oo 1
/ ﬁdac avec a > 0
0 e+ a

Solution 44. Pour b > 0 :

2 + a? a

+oo
1
/ oL -
0 T4+ a 2a

+oo 1
/ e dx.
1 P

Solution 45. On compare avec ’intégrale de Riemann.

b
/0 ;dx = 1[arctan(x/a)](lg = %arctan(b/a)

Quand b — 400, arctan(b/a) — %, donc :

Exercice 45. Nature d’une intégrale
Etudier la nature de

1 1
— Sip>1: 4y 0 () pour 1 < q < p, donc convergence
xP xd
. Inz 1 .
— Sip < 1:— > — pour x assez grand, donc divergence
TP xP
1 Inz)?]"
— Sip=1: flb gy - {(n;)} — o0, divergence
T
1

Donc convergence si et seulement si p > 1.

Exercice 46. Calculer

“+o00 1
/o T+ ave ™

Solution 46. Changement de variable u = \/z, x = u?, dxv = 2udu :

+oo 1 +oo 1
. dp= — oud
A TN A T+a2)yu

+o0 1
:2/ 1
o 1+4+u?

+(X>:2'

= 2[arctan u]g =7

T
2
l*;xercice 47. Convergence absolue

Etudier la convergence absolue de

+oo ;
sinx
dx.
1 P

sinx 1
< - donc convergence absolue
T

Solution 47. — Sip>1:

P
. . 3. z b S in? o

— Si 0 < p < 1:divergence de l'intégrale absolue (comparaison avec *5*)

— Sip > 0: convergence simple par Dirichlet

— Sip < 0: divergence

Exercice 48. Montrer que l'intégrale de Fresnel :

“+o0
/ sin (x2) dr
0

converge et calculer sa valeur (on pourra utiliser le changement de variable t = x2 et 'intégrale de Dirichlet).
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Intégrale Condition de convergence Valeur si convergente
+oo
1 1
/ —dzx p>1
1 P p—1
' 1
/ —dzx p<l1
0, P L—p
+o00o 1
e dx a>0 -
0 a
T sing . ™
/ d Convergence conditionnelle 5
T
oo 1 T
/ ——dzx Toujours =
0 1 + IZ 2
/ e Tdx n>-—1 T(n+1)
0

TaBLE 2.1 — Résumé des intégrales impropres usuelles

Solution 48. Posons t = 22, alors x = \/t, dx = %ﬁdt :

“+o00 “+oo 1 1 “+o00 Sint
/ sin(xz)dx = / sint- —dt = = 2 dt
0 0 2Vt 2 /o NG
Cette intégrale converge par le critére de Dirichlet (car % décroit vers 0 et les primitives de sint sont bornées).

., .o, 400 _ 402 s . . .
Pour calculer sa valeur, considérons 'intégrale fo e " dx = %\/g pour a > 0. Par dérivation sous le signe

N , \ . — 2 ~ . 5o , 2,
intégral par rapport a a, on peut obtenir f0+oo x2e=%" dx. Une autre méthode utilise I’intégrale double en coordonnées

polaires pour montrer que :
+oo +o0 1 T
/ sin(xQ)dx = / cos(mz)dx =_\/=

too 1 /n
/0 Sln(xz)d$:2 5

Donc :

Exercice 49. Etudier la convergence de l'intégrale de Bertrand :
+oo
1
——d
/2 z*(Inx)P *

Solution 49. Cas I : o > 1. Alors pour x assez grand, z®(In x)? > 2%, donc m < x% Or f;oo x%dx converge
pour o > 1. Donc par comparaison, I’intégrale converge.

Cas 2 : o < 1. Alors pour x assez grand, x®(Inx)? < x, donc m > % Or f2+oo %dx diverge. Donc par
comparaison, l'intégrale diverge.

Cas3:a =1 Alors:

selon les valeurs de o« > O et 3 € R.

/2 l‘(h’la’;)ﬁdx/z uﬂdu (aVECUZIHI')

Cette intégrale converge si et seulement si 3 > 1.

En résumé : - Si o > 1 : convergence pour tout 3 - Si o« = 1 : convergence si f > 1, divergence si f < 1 - Si
a < 1 : divergence pour tout 3

Exercice 50. Calculer I’intégrale de Dirichlet :

+o0 s
sinx
dx
0 x

en utilisant la transformée de Laplace.
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Solution 50. Méthode de Feynman : Considérons
‘oo _—azx
I(a) = / ﬂdm, pour a > 0.
0 :I:

Alors

+0o0o i
Imyié Sﬁxm et I(+00) = 0.

Dérivons I(a) par rapport a a (justification par convergence dominée) :
“+oo
I'(a) = —/ e” " sinxdr
0

Cette intégrale se calcule :

+oo 1
/ e “sinxdr =
0 1+

5 (par deux intégrations par parties).
a

Donc 1
I'(a) = ——.
( ) 1 _|_ a2
En intégrant :
I(a) = —arctana + C
Pour déterminer la constante, on a

lim I(a) =0, et lim (—arctana)=—
a—+00 a—+00

2|

donc C = 3.
Ainsi T
I(a) = 5 arctan a.

En particulier pour a = 0 :

+oo ;
/ ST e =1(0)= T
0 X 2

+oo p—1
/ v dz

Solution 51. L’intégrale est impropre en 0 (si p < 1) et en +00 pour tout p € R.

Exercice 51. Etudier la convergence de :

selon la valeur de p € R.

Pt

Eno0: ~ P71
142
Or
1
/ 2P~ Ydxz,  converge si et seulement si p— 1 > —1, c’est-d-dire p > 0.
0
P!
En +oc0: ~ P72,

142z

Or

+oo
/ 2P72dx,  converge si et seulement si p — 2 < —1, ¢ est-d-dire p < 1.
1

Donc l'intégrale converge si et seulement si 0 < p < 1.

Dans ce cas, on peut calculer sa valeur :

+o0 =1 T
/ dr = — , (c’est une formule classique).
o l+=z sin(mp)
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Chapitre

Equations Différentielles

Ce document propose un résumé des concepts fondamentaux des équations différentielles ordinaires (EDO), ac-
compagné d’exercices détaillés avec solutions. Il couvre la classification, les méthodes de résolution analytiques pour
les équations du premier et second ordre, les systemes linéaires, ainsi que des applications classiques.

Ce résumé est basé sur des cours classiques d’équations différentielles. Pour approfondir, le lecteur pourra consulter
des ouvrages tels que "Equations différentielles”" de V. Arnold ou "Ordinary Differential Equations”" de Tenenbaum et
Pollard.

3.1 Rappel sur les équations différentielles ordinaires

Les équations différentielles sont des équations mettant en relation une fonction inconnue et ses dérivées. Elles sont
essentielles pour modéliser 1’évolution de systemes dynamiques en physique, biologie, économie, etc.

3.1.1 Définitions fondamentales

Définition 3.1.1 (Equation différentielle ordinaire (EDO)). Une équation différentielle ordinaire d’ordre n est une
relation de la forme :

F (x,y,y’,y”, e y(")) =0

oy = y(x) est la fonction inconnue et y%) désigne sa dérivée d’ordre k. L'ordre de I’équation est celui de la
dérivée la plus élevée.

Définition 3.1.2 (EDO linéaire). Une EDO est dite linéaire si elle peut s’écrire sous la forme :

an(@)y™ + an_1(@)y" D + -+ ar(@)y’ + ao(2)y = g()

Si g(z) = 0, [’équation est homogéne ; sinon, elle est inhomogéne (ou avec second membre).

| Exemple 38. L'équation y" + w?y = 0 est linéaire homogéne d’ordre 2. L'équation y' = y? est non linéaire.

3.1.2 Probléeme de Cauchy (valeur initiale)

Un probléme de Cauchy (ou probléme a valeur initiale) consiste & trouver une solution y(z) d’'une EDO d’ordre n
vérifiant n conditions initiales du type :

y(xo) =yo, ¥ (xo)=w1, .., y" (0) = Yu-1.
3.2 Méthodes de résolution analytique

3.2.1 Equations du premier ordre

a- Equations a variables séparables
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CHAPITRE 3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

d
Elles sont de la forme : |y’ = f(x)g(y) | On sépare les variables : Y f(z)dz puis on integre.

b- Equations linéaires

Elles sont de la forme :

y +a(z)y = b(w) |

9(y)

La solution générale s’obtient par la méthode du facteur intégrant :

/l(x) — ef u(w)d;c7

1

y(z) = @

(/ 1(2)b(z)dx + c) .

c- Equations exactes

Une équation M (z,y)dz + N(z,y)

oM  ON

dy = 0 estexacte si — =

oy Oz |

11 existe alors une fonction F'(x, y) telle que ‘ dF = Mdx + Ndy ‘, et la solution est F'(x,y) = C.

d- Substitutions classiques

Equations Substitutions classiques
Equations homogéenes Onpose:u=y/z
Y
/=1
x

Equation de Bernoulli

Y +a(x)y = b(z)y"

Onpose z = y' ™"

Equation de Riccati

/

y' = a(z) + b(z)y + c(z)y”

voir I’exemple sous dessus

Exemple 39 (Equation de Riccati). Soit [’équation de Riccati :

dont on connait une solution particuliére y(x)

y =2+

= —%. Résoudre I’équation.

Solution : On pose y = y1 + % Alors y' =y} — j—; En substituant dans I’équation :

!/

z
/ 2
yl—?—l' +

1\? 2y
(y1+) =2’ +yi+ =+
z z

1
22’

Mais y; est solution particuliere, donc ¢} = 2% + y?. En simplifiant, on obtient :

Multiplions par —z2 :

Azzi Ahmed
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1.

z

Remplagons y; = —

_2 . g
C’est une équation linéaire : 2’ — 2z = —1. Facteur intégrant yu(x) = ef 29 — 2=2 Multiplions :
72 —22 3= 272 = i(x72z) =22
dx
Intégrons : 2z = L + C, donc z = x + Cz?. Ainsi,
1 1 1 1 1

yent Tyt ere2 T 2 it o)

On peut simplifier :
_ —(1+Cx)+1  —Cx C

y(@) = t(1+Czx)  z(1+Czx) 1+Czx’

Si on pose K = —C, on obtient y = % (forme courante). Notons que la solution particuliere correspond au cas
K =0(@e. C=0).

3.2.2 Equations linéaires du second ordre
a- Coefficients constants

Pour I’équation

‘ay”—l—by’—i—cy:O‘,

on cherche des solutions de la forme y = e"*.
L’ équation caractéristique ar? + br + ¢ = 0 donne :

— Deux racines réelles distinctes 71, 75 :

‘y = Ch1e"" + Cqe™”. ‘

— Une racine double 7 :

ly = (C1 + Coz)e™ |

— Racines complexes conjuguées o £ i3 :

’y = e*(C cos fx + Cy sin fx). ‘

b- Méthode des coefficients indéterminés

Pour une équation non homogeéne ay”’ + by’ + cy = g(x) avec g(x) de type polynomial, exponentiel, sinus ou
cosinus, on cherche une solution particuliere de forme analogue.

Exemple 40. Résoudre le probléme de Cauchy :
y'+y=2¢", y(0)=0,y'(0) =1

Solution : [’ équation homogene associée est "’ +y = 0 de solution y, = C; cos x + Cs sin z. Le second membre
2e” n’est pas solution de I’homogene, on cherche une solution particuliére de la forme y, = Ae”. En substituant :
y, = Ae”, donc Ae” + Ae® = 2Ae” = 2¢” = A = 1. Ainsi y,, = 7.

La solution générale est y = C cos x + Cs sinx + e”. Conditions initiales :

y0)=Ci+1=0=Cy = —1,

y'(z) = —Cisinx + Cycosz +e* =y’ (0)=Co+1=1= Cy =0.

Donc y(x) = — cosx + €*.
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c- Méthode de variation des parametres

Si y1, yo sont deux solutions indépendantes de 1’équation homogene, une solution particuliere est donnée par :

__yl/ygdx+ Q/ylgdx

o W = y1y5 — you) est le wronskien.

Exemple 41. Résoudre I’équation :

T T

Vry=tms, se(-55).
Yty nr, < 273

Solution : L’équation homogene 3" + y = 0 a pour solutions y; = cosx et y, = sinz. Le wronskien est
W = cosx - cosx — (—sinz)sinz = cos? x + sin? 2 = 1. Une solution particuliére par la méthode de variation des

parameétres est donnée par :
__yl/ygder Q/ylgdx

Yp = —cosx/sinxtanxdw—i—sinx/cosxtanxdx.

avec g(z) = tan z. Ainsi :

Calculons les intégrales :

2 2
sin“ x 1—cos“x
/sinxtanxdx:/ dx:/7dx:/(secx—cosm)dx=1n|secx+tanx|—sinx—l—Cl.
cos cos

/cosa:tanxda: = /sinxdaz = —cosx + Cs.
Prenons les constantes nulles pour une particuliere. Alors :
yp = —cosz (In|secx +tan x| — sinx) + sinx(—cosx) = —coszIn|secx + tanz| + cosrsinx — sinz cos x.
Les termes cos x sin  s’annulent, donc :
yp = —coszIn|secx + tan x|.
La solution générale est y = C cosx + Cysinx — cosx In | sec x + tan z|.

3.3 Systemes linéaires

Un systéme linéaire d’ordre 1 s’écrit
y = A(z)y + b(z).
Si A est constante, la solution homogene est y = ¢?C, ol I’exponentielle de matrice peut étre calculée par diagona-
lisation ou par la méthode de Jordan.

Exemple 42. Résoudre le systéme :
o =z —y,
y' =4z — 3y,

avec les conditions initiales x(0) = 1,y(0) = 0.

Solution : Ecrivons le syst¢éme sous forme matricielle : X’ = AX avec A = (le _?1)> Cherchons les valeurs
propres :
1-A -1
det(A — M) = ’ 4 _3_/\’ =1-XN=3-XN+4=—(1-XNB+)N) +4

—(BHA=3A =) +4=-3-A+3\+ )\ +4
=N 422 +1=(\+1)>~%
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Une seule valeur propre A = —1 double. Cherchons un vecteur propre : (A + I)v = 0 donne (Z _;) v = 0. Une

équation : 2v; —vz = 0, donc vy = 2v;. Un vecteur propre estv = . Il manque un second vecteur indépendant pour

1
2
. L, ., . 2 — 1 w1 1
former une base de solutions. On cherche un vecteur généralisé w tel que (A+1)w = v. Soit 4 —2)lw = \2)
- 2
La premiere ligne donne 2w; —wsy = 1, la seconde 4w —2wo = 2 (identique). On peut prendre wy = 0, alors we = —1

donne 0 — (—1) = 1 ok. Donc w = (_01> . La solution générale est :

X(t) = Cre o + Coe™ (to + w) = e~ [Cl @) L Oy (t G) + <_01>)] .

z(t) = e H(CL 4 Cat), y(t) = e 120, + 205t — Cy).
Conditions initiales : (0) = C; =1;y(0) =2C; —C2=0=2—-Cy =0= C3 = 2. Donc :

z(t) = e 1(1 + 2t),
y(t) = e 12+ 4t — 2) = e~ (4t).

Soit :

3.4 Equations aux Dérivées Partielles

Les équations aux dérivées partielles (EDP) sont des équations différentielles dont I’inconnue est une fonction de
plusieurs variables indépendantes et qui impliquent les dérivées partielles de cette fonction. Elles sont fondamentales
pour modéliser une vaste gamme de phénomenes physiques, biologiques, économiques et financiers

3.4.1 Définitions fondamentales

Définition 3.4.1 (EDP). Une équation aux dérivées partielles d’ordre m est une relation de la forme :

ou oMu
Flzuy,—,...,=———F——] =0
T 0z 0 L Qe
ot u : R™ — R est la fonction inconnue, x = (1, . . ., ) est le vecteur des variables indépendantes, et F est une

fonction donnée. L'ordre de I’EDP est celui de la dérivée partielle la plus élevée apparaissant dans [’ équation.

Définition 3.4.2 (EDP linéaire). Une EDP est dite linéaire si elle peut s’écrire sous la forme :

Z aq(z)D% = f(x)

la|<m

lol .
al =a;+ -+ a,, D = FQ‘? fos et les coefficients ay, et le
1 OTn

oo = (o, ..., 0) est un multi-indice,
second membre f ne dépendent que de x (pas de u ni de ses dérivées).

— Si f(x) = 0, I’équation est dite homogéne.

— Si f(x) # 0, I’équation est dite inhomogéne (ou avec second membre).

Exemples 1.
1. L’équation de la chaleur
est une EDP linéaire homogéne d’ordre 2.
2. L’équation de Burgers

est une EDP non linéaire d’ordre 1.
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3.4.2 Classification des EDP linéaires du second ordre

Pour une EDP linéaire d’ordre 2 a deux variables indépendantes x et y, de forme générale :

Aty + 2Bugy + Cuyy + Duy + Euy + Fu = G(x,y) ‘

ol A, B,C, D, E, F sont des fonctions de (z,y), la classification se fait sur la base du signe du discriminant A =
B2 - AC

— Si A > 0: I’équation est hyperbolique (ex : équation des ondes 1y — %y, = 0).

— Si A = 0: I’équation est parabolique (ex : équation de la chaleur u; — ku,, = 0).

— Si A < 0:I’équation est elliptique (ex : équation de Laplace g, + uyy = 0).

Cette classification est cruciale car elle détermine le type de conditions aux limites/initiales a imposer et les

propriétés qualitatives des solutions [citation :10].
3.4.3 Méthodes de résolution analytiques

a- Méthode des caractéristiques pour les EDP du premier ordre Considérons une EDP linéaire du premier ordre
de la forme :
a(z, t)u, + bz, t)uy + c(x, t)u = d(z,t)

La méthode des caractéristiques consiste & trouver des courbes paramétriques (z(s), t(s)) le long desquelles 'EDP se
réduit a une équation différentielle ordinaire (EDO) [citation :1][citation :7].
Les courbes caractéristiques sont définies par le systeme d’EDO :

dx dt
- t = bt
Le long de ces courbes, la variation de u est donnée par :

du Oudr Oudt
T rds + i ds aug + buy = d(z,t) — c(x, t)u

On obtient ainsi une EDO pour u(s) que 1’on peut résoudre.

Exemple 43 (Equation de transport linéaire a coefficients constants). On considére le probléme de Cauchy :
up + cug =0, u(z,0) = f(z), c € R constant.

Solution : Ici a = ¢, b = 1 (car ¢ joue le rdle de y), c = 0. Les équations caractéristiques sont

dx at 1 du

ds ~© ds 0 ds

On choisit le paramétre s de sorte que sur la courbe initiale (f = 0) on ait s = 0 et z = 7, u = f(7). La résolution
donne :
z(s)=cs+T1, t(s)=s, u(s)=f(r).

En éliminant s = ¢ et 7 = x — ct, on obtient la solution explicite :
u(z,t) = f(z — ct).
Exercice 52 (Equation de Burgers (cas non visqueux)). Considérons I’équation quasi-linéaire
utuug =0,  u(z,0)= f(z)
Solution 52. Ici a = u, b =1, ¢ = 0. Les caractéristiques vérifient

dz dt du
=1

ds " ds 0 ds

Avec la condition initiale t =0, z = T, w = f(T), on trouve

u(s) = f(r), t(s)=s, al(s)=f(r)s+T.
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En éliminant s = t et T, on obtient la relation implicite
u= f(z—ut).
Cette formule définit u(x,t) tant que les caractéristiques ne se croisent pas (avant la formation d’un choc).

Exercice 53 (EDP linéaire a coefficients variables). Soit [’équation

T Uy +yuy =0, (z,y) € R*\ {0}.
Solution 53. On cherche u vérifiant cette équation. Ici a = x, b =y, ¢ = 0. Les équations caractéristiques sont

dx_ @_ du

PP Ml LR

On paramétre par s et on résout :
z(s) = zpe®, y(s) =yoe®, u(s)=ug.

Le long d’une caractéristique, u est constant et le rapport y/x reste constant (car y/x = yo/xo). Ainsi u ne dépend
que de y/x; on peut écrire

u(x,y):F(%) ou u(x,y)=G<§>7

pour une fonction arbitraire F ou G (définie pour x > 0 ouy > 0 selon le domaine).

Remarque 3.4.1. Dans le cas d’une condition initiale, par exemple u(x,1) = g(x) pour x > 0, on détermine la
Jonction inconnue F en écrivant u(z, 1) = F(1/x) = g(z), d’oit F(t) = g(1/t), et finalement u(z,y) = g(y/x).

b- Séparation des variables La méthode de séparation des variables est utilisée pour les EDP linéaires sur des
domaines bornés avec des conditions aux limites homogenes. On cherche une solution sous la forme d’un produit de
fonctions chacune dépendant d’une seule variable [citation :1][citation :6].

Par exemple, pour I’équation de la chaleur u; = kuy, sur [0, L] avec conditions aux limites u(0,¢) = u(L,t) = 0,
on pose u(x,t) = X (z)T'(t). En substituant, on obtient :

() X"(x)

KTt X(z) A

X(2)T'(t) = kX" (2)T(t) =

ol A est une constante de séparation. On résout alors deux EDO :
X"+2MX =0, T'+kXT=0

avec les conditions aux limites X (0) = X (L) = 0, ce qui conduit & un probleme de Sturm-Liouville et & des valeurs
propres A, = (nw/L)%.

Exemple 44 (Equation de transport linéaire homogene). Considérons I’équation
Uy + Uy =0, (z,y) € R%.
Solution : On pose u(x,y) = X (z)Y (y). Alors u, = X'(2)Y (y) et uy = X ()Y’ (y). L'équation devient
X'(@)Y (y) + X(2)Y'(y) = 0.
En divisant par X (2)Y (y) (supposé non nul), on obtient

X'(r) Yy X'@) V)
X Y ) T X Y

Le membre gauche ne dépend que de z, le droit que de y. Ils sont donc égaux a une constante k :

X@) _, YW

X " vw "
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Les solutions sont
X(z) = Ae*®, Y (y) = Be ™,
d’oul
ug(z,y) = Creb@v) O, = AB.

Par linéarité de 1’équation, toute superposition (somme discrete ou intégrale) de telles solutions reste solution. En
particulier, si on pose k réel quelconque, on peut représenter toute fonction de (z — y) par une transformée de Fourier.
Ainsi la solution générale s’écrit

U(l’,y) = f(.’E - y)v

ol f est une fonction arbitraire (suffisamment réguliere).
Exercice 54 (EDP a coefficients variables : zu, + yu, = 0).

Solution 54. On considere I’équation
xi—’—yizo? <x7y)€R2\{0}

Avec u(z,y) = X(2)Y (y), ona
X' (2)Y (y) +yX ()Y’ (y) = 0.

En divisant par X (2)Y (y) (pour x,y # 0), il vient

T +y =0.
X(z) Y(y)

On sépare les variables :

X'(z) Y'(y)

x =—y = X (constante).

Xa) = UV N omen)

On obtient deux EDO :
/ /
:z:))(;((j)) =\ = ))((((;)) = % = In|X(2)] =An|z| +cste = X(z) = Az,
Y'(y) Y'(y) A A
A -—— —= Y(y)=18
V() Y(y) y W) =By

Ainsi

A
uy(z,y) = Craty™ = C) (Zj) -

Par superposition (par exemple sur X réel), on obtient la solution générale

u(z,y) = F(;) :

ou F est une fonction arbitraire. On retrouve bien le résultat classique : les solutions sont constantes le long des droites
x [y constant.

Exercice 55 (Equation avec amortissement : u; + cu, + au = 0).

Solution 55. Soit I’équation
up + cug + au =0, u(z,0) = f(z),

oul ¢ et « sont des constantes réelles. On cherche des solutions séparées u(x,t) = X (x)T(t). En substituant :
X ()T (t) + X' (x)T(t) + aX (z)T(t) = 0.
Divisons par X ()T (t) (pour X, T #0):
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Posons % = p (constante). Alors

X’(x)+ n 0 — X'(x) o+
C o — — .
X () a X () c
On note — <t = v Ainsi
T'(t) = pT(t) = T(t) = Ae™,
X'(z) =vX(z) = X(z)= Be"™.
Donc n
o
Uy (2, 1) = CeM " avecv = — iy
c
En posant ju = —c\ (par exemple), on obtient v = )\, et u = CeM*=V= [q solution générale s'obtient par
superposition :

u(z,t) = e f(x — ct),

ce qui correspond a la solution connue par la méthode des caractéristiques (facteur d’atténuation exponentiel).

Remarque 3.4.2. Dans ces exemples, la séparation des variables fournit une famille de solutions exponentielles
ou puissances. La solution générale est obtenue en combinant ces solutions, souvent sous la forme d’une fonction
arbitraire d’une combinaison linéaire des variables. La méthode des caractéristiques donne directement cette
forme, mais la séparation des variables illustre la structure produit et I'importance des constantes de séparation.

3.4.4 Equations classiques de la physique mathématique

La solution est u(x,t) = f(x — ct), ol f est la condition initiale. L’ équation modélise le transport d’une quantité sans
déformation [citation :7].

a- Equation de transport

b- Equation de la chaleur (diffusion)

En 1D : u; = kuy,,. Elle modélise la diffusion de la chaleur ou d’une concentration. La solution a tendance a devenir
réguliere et a s’étaler avec le temps [citation :1][citation :6][citation :7].

¢- Equation des ondes

up = 2 Au

En 1D : uy = c?u,.. Elle modélise la propagation des ondes (sonores, vibratoires). La solution de d’Alembert sur la
droite réelle est u(x,t) = f(z + ct) + g(x — ct)

d- Equation de Laplace

Les solutions sont appelées fonctions harmoniques. Elles apparaissent dans les problémes stationnaires (équilibre)

3.5 Fonctions Spéciales

Les fonctions spéciales forment une classe de fonctions qui apparaissent fréquemment comme solutions d’équations
différentielles ordinaires ou aux dérivées partielles issues de problemes de la physique mathématique, de la théorie
des probabilités, ou de I’analyse complexe. Leur étude systématique remonte au XIXe siécle et elles possédent des
propriétés remarquables : représentations intégrales, relations de récurrence, fonctions génératrices, orthogonalité, etc.
Ce document présente les plus importantes d’entre elles.

3.56.1 Fonction Gamma d’Euler
Définition et propriétés fondamentales
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Définition 3.5.1 (Fonction Gamma). Pour x > 0, la fonction Gamma est définie par I’intégrale convergente :

F(x):/ t*le~t dt.
0

Par prolongement analytique, elle s’étend a tout © € C sauf les poles simples en x = 0, —1,—2, ...
Théorem 3.5.1 (Propriétés élémentaires).
1. T(1) =1.
2. Relation fonctionnelle : T'(x + 1) = zT'(x) pour © ¢ Z<o.
3. Pourn € N T(n+1)=nl
4. Valeurs particuliéres : T’ (%) = /7.
5. Formule de Stirling : T'(x + 1) ~ /2712 (f)z quand x — +00.

Théorem 3.5.2 (Représentations intégrales et produit).
1. Formule de Weierstrass :

1 ) az
. — re® 1 7) —z/n
['(z) e };[1 ( + n) ’

ou vy est la constante d’Euler-Mascheroni.

2. Formule des compléments :
7r

MNa)'(l—=a) = x ¢ Z.

sin(nz)’

| Exemple 45. CalculerT (3).

Solution : On utilise la relation fonctionnelle :

() ()- ()2

Exercice 56. Démontrer que

en utilisant la fonction Gamma.

Solution 56. Posons u = t2, soit t = u'/2, dt = %ufl/Qdu. Alors :
& 1 [ 1 1
/ et dt = 7/ uw e tdu =T (=)= —ﬁ
0 2 Jo 2 2 2

Définition 3.5.2. Pour x > 0, y > 0, la fonction Beta est définie par :

3.5.2 Fonction Beta

1
B = [ -t

Théorem 3.5.3 (Lien avec Gamma).

| Exemple 46. Calculer (3, 3).
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Solution : D’apres le lien avec Gamma :

11\ _TEGE)  vavm
5(2’2) NOEE

.

On peut aussi le vérifier par le changement de variable ¢ = sin? § dans 1’intégrale.

Exercice 57. Exprimer ’intégrale
/2
/ sin??~1 9 cos?=1 0 dh
0
a l'aide de la fonction Beta.

Solution 57. Posons t = sin? 6, alors
1
dt = 2sinfcosfdf, et sin?’~'fcos®?!Odl = itp_l(l — )97 1dt.

Donc :

/2 1 1T(p)I'(q)
sin?? 1 9cos® 1 0do = =B(p,q) = = ——L—L.
/0 271 =3 I(p+q)

3.5.3 Fonctions de Bessel

Les fonctions de Bessel apparaissent comme solutions de 1’équation différentielle :

’ny// —&—my’ + (12 _ 1/2)y — 07

ol v est un parametre réel ou complexe.

a- Fonctions de Bessel de premiére espéece

Définition 3.5.3. La fonction de Bessel de premiére espéce d’ordre v est définie par la série entiére :
oo
—1)k T\ v+2k
=Y e ()
i KDy +k+1) \2

Théorem 3.5.4 (Propriétés).
1. Relations de récurrence :

% [z"J,(z)] = 2 J,—1 (), % [ (z)] = =" Jyq1().

2. Jyo1(@) + Josa(e) = %”Jy(x).

3. Jy_1(x) — Jyya(z) = 20, (x).

4. Fonction génératrice :

e3(t=%) = i I (2)t".

n=-—o0o
b- Fonctions de Bessel de seconde espéce

Définition 3.5.4. La fonction de Bessel de seconde espéce (ou fonction de Neumann) est définie pour v ¢ 7 par :

Jy(x) cos(vm) — J_, (x)
sin(v)

Y, (z) =

)

et pour v entier par prolongement.
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/2
J =4/ —sinz.
1/2() —sinz
Solution : On utilise la série avec v = 1/2.

Rappelons que
3 (2k+ 1)

Exemple 47. Montrer que

2

Alors :
B > (—1)* N\ 1/24+2k
Tiyal) = kzzo KIT(k+ 3/2) (5) '

En remplacant et simplifiant, on obtient :

2 « (D% 4 2
J =4/ = R e
o) =[5 et < Z i

Exercice 58. Ezablir la relation

/w tJ()(t)dt = LEJl(SC)
0

Solution 58. On utilise la relation p
[xJ1(z)] = xJy(x).

dz
En effet, de

et avec la relation de récurrence 1
Ti(@) = Jole) - < (z),

on obtient le résultat. Par intégration de 0 a x, on a :

/ tJo(t)dt = [tJ1(1)]g = zJ1(z),
0

cartJy(t) = 0 quand t — 0.

3.6 Exercices corrigées

3.6.1 Equations différentielles ordinaires

Exercice 59 (Equation 2 variables séparables). Résoudre le probléme de Cauchy :

Solution 59. L’équation est a variables séparables. On écrit :

ydy = xdx.

2 2
/ydy:/xda: = %z%—i—C.

D’ou y2 = 22 4+ 2C. La condition initiale donne 22 = 0 + 2C, soit C = 2. Ainsi :
v=2"4+4 = y=+vVa22+4 (cary(0)=2>0).
La solution est donc y(x) = Va2 + 4.

Intégrons :
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Exercice 60 (Equation linéaire du premier ordre). Résoudre :

y +2zy=1x, y0)=1
Solution 60. C’est une équation linéaire avec a(x) = 2x et b(x) = x. Le facteur intégrant est :

2

M(x) _ ef2acdw —
Multiplions I’équation par u(x) :
12 ’ $2 1;2 d £E2 (132
e’y +2ze" y=uze = —(e y):xe .
Intégrons :
1
ey = /xe“"Qda: = ie””Q +C.
Doncy = %+ Ce". Avec y(0)=1:1=1+4C= C =1 Lasolutionest :

1

y(z) = B (1 + efx2> .

Exercice 61 (Equation de Bernoulli). Résoudre :

Yy —y=ay’, y(0)=1

Solution 61. C’est une équation de Bernoulli avec n = 2. On pose z = y'~" = y~1. Alors
Y = —y 2y
En divisant I’équation par 3> :
v —yt=r = -2 —-z=z2 = Z4z=-=z

C’est une équation linéaire en z. Facteur intégrant u(zx) = e* :

d x x
%(e z) = —ze”.

Intégrons par parties : f —xetdr = —xe® 4+ e* + C. Ainsi :
ez2=—ze"+e*"+C = z=—-ax+1+4+Ce™ "

1
-. Condition initiale y(0) = 1 donne 1 = H-% donc C' = (0. Finalement :

Revenantay = 1/z :y = e
-z e

yr)= = (e <)

Exercice 62 (Equation linéaire du second ordre a coefficients constants). Résoudre le probléme de Cauchy :
y' =3y +2y =4z, y(0)=1, ¢ (0)=0.
Solution 62. L’équation homogeéne associée est
y" =3y +2y=0.

Son équation caractéristique est
= 3r+2=0,

de racines vy = 1,19 = 2. Donc la solution homogéne est :

yp = Cre” + Cae®®.

Azzi Ahmed 52 Univérsité de Tindouf



3.6. EXERCICES CORRIGEES CHAPITRE 3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Recherchons une solution particuliére de I’équation compléte avec second membre polynomial 4.
On la cherche sous la forme y, = Ax + B (car 0 n’est pas racine). En substituant :

y,=A, y, =0 = 0-3A+2(Az+ B) =2Ax+ (2B — 3A) = 4.

Par identification :
2A=4=A=2; 2B-3A=0=2B-6=0= B=3.

Ainsi
Yp = 27 + 3.

La solution générale est
y = Cre® + Cye®® + 2z + 3.

Utilisons les conditions initiales :
y(0)201+02+3:1:>01 +Cy = —2.

y/(I) = Che” + 2026296 +2= y'(O) =C14+20,42=0=C1 +2Cy = —2.

Soustrayons les deux équations :
(Cl +2Cg) — (Cl +C2) = -2 (—2) =(0Cy=0, et Cy =-2

Alors .La solution est donc :
y(x) = —2e” + 22+ 3.

a- Equations différentielles du premier ordre

Exercice 63 (Variables séparables). Résoudre I’équation différentielle suivante :

[

dy =z
it y(1)

Solution 63. L’équation est a variables séparables. On réécrit :
y?dy = 2° dx.

3 3
/dey:/x2d9: = yf:%JrC.

3
Posons K = 3C, alors y*> = 23 + K. La condition initiale y(1) = 2 donne 8 = 1 + K, soit K = 7.

Intégrons chaque membre :

Ainsi,
i =ad 4.

La solution est donc :
y(x) = Va3 + 7.

Exercice 64 (Equation linéaire). Résoudre le probléme de Cauchy :
y +ytanz =sin2z, y(0)=1.
Solution 64. C’est une équation linéaire de la forme
vy +a(x)y =b(x) avec a(r)=tanz et b(z) = sin2z.
Le facteur intégrant est :

1
Ccos T

w(x) = ef tanzdz _ o—In|cosz| _ (en prenant cosz > 0).
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Multiplions I’équation par p(x) :

1 sin x sin 2x
Y 5 Y= -
cos T cos? x cosT
Le membre de gauche est la dérivée de car
cosT
d y \ _Ycosx+ysinzx 1 , sinz
dr - 2 - y + 2.9
dx \cosx cos? x cos T cos? x
Donc : ) )
d Y sin2z  2sinxcosx .
— = = = 2sinz.
dx \coszx cosT cos T
Intégrons :
Y .
= [ 2sinzdr = —2cosx + C.
cos T

Ainsi y(x) = —2cos? z + C cos z. La condition initiale y(0) = 1 donne 1 = —2 + C, donc C' = 3. La solution est :
y(x) = —2cos? z + 3 cos z.
Exercice 65 (Equation exacte). Résoudre I’équation différentielle :
(2zy + 1)dz + (2% + 1)dy = 0.
Solution 65. Vérifions d’abord si I’équation est exacte. On a
M(z,y) =2y +1 et N(z,y)=2>+1.

Calculons les dérivées partielles :

oM N
— = 2x, 6— = 2x.
dy or
Elles sont égales, donc I’équation est exacte. Il existe une fonction F(x,y) telle que
F F
or =M et or =N
Ox dy

OF
Intégrons e 2xy + 1 par rapporta x :
x

F(z,y) = /(Z:Izy + 1)dz = 2%y + = + ¢(y).

Dérivons par rapporta y :

oF 9 ,
Ceci doit étre égal a
N=2z?+1,

donc ¢'(y) = 1, d’ou ¢(y) = y + Co. Ainsi,
F(z,y) = 2*y +x+y+ Cy.
La solution générale de 1’équation exacte est F'(x,y) = C, soit :
Py+r+y=C = y@*+1)+z=0C.

On peut aussi écrire
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Exercice 66 (Equation de Bernoulli). Résoudre :

2
y' + —y =2y
x

1—

Solution 66. C’est une équation de Bernoulli avec n = 2. On pose z = y'~™ = y~ L. Alors

Divisons I’équation par y? :

2 2
v+ y T =2 > =4
x x
On trouve
2 — 2= -2
x
_2 o
C’est une équation linéaire en z. Le facteur intégrant est u(x) = ef 247 — g=2Inw — 52 Multiplions :
7 —2 3y =—-1 = i(x72z) =-1
dx

2

Intégrons : =22 = —x + C, donc 2 = —x3 + Cz® Revenantay = 1/z :

La solution générale est donc
1 1

T COx— 8 - 22(C —x)’

y(x)

Exercice 67 (Equation de Riccati). Soir ’équation de Riccati :

y' =2+
dont on connait une solution particuliére y, (x) = —%. Résoudre I’équation.
Solution 67. On pose y = y1 + % Alors
!/
z
! /
Yy =u 22

En substituant dans I’ équation :

/

2 1?2 2 1
yi—2=$2+(y1+> =o' +yi+— +
z z z z

Mais y; est solution particuliére, donc y = x? + y3. En simplifiant, on obtient :

2 2y 1
22 2 22"
Multiplions par —z2 :
2 =221
_ _1.
Remplacons y1 = —+ : X
z’:—2<—>z—1—z—1
T T
C’est une équation linéaire : z' — %z = —1. Facteur intégrant p(z) = ef —EAE =2 Alors :
7% 2= —27? = i(:1c_2,z) =—z72
dz
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Intégrons : x 2z = % + C, donc z = ¢ + Cz2. Ainsi,

1 1 1 1
y=n+-=——+ =
z x

x + Cx? _E+$(1+0$).

La solution générale est :
_ —(1+Cx)+1  —Czx

Vo) = — AT T a1 Ca)

Notons que la solution particuliére correspond au cas C' = 0.

b- Equations linéaires du second ordre

Exercice 68 (Coefficients constants homogeéne). Résoudre I'équation :

Yy’ — 4y +13y = 0.

Solution 68. L’équation caractéristique est
r? —4r+13=0.

Le discriminant A = 16 — 52 = —36. Les racines sont complexes conjuguées :
4+ 60
r=— L =243

La solution générale est donc :

y(x) = ** (Cy cos 3x + Cysin 3x) .

Exercice 69 (Méthode des coefficients indéterminés). Résoudre le probléme de Cauchy :

y' +y=2e", y(0)=0,y'(0)=1.

Solution 69. L’équation homogéne associée est
y'+y=0

de solution y, = Cq cos x 4+ Cs sin x. Le second membre 2e™ n’est pas solution de I’homogéne, on cherche une solution

particuliere de la forme
yp = Ae”.

En substituant : y]’; = Ae®, donc

Ae® + Ae” = 2A4e* = 2" = A =1.

Ainsiy, = e*.

La solution générale est
y=Cicosx+ Cysinx + e”.

Conditions initiales :

y(0)=C1+1=0=Cy = —1,

y'(x) = —Cisinz + Cycosz+e” =9y (0)=Co+1=1= Co =0.

Donc la solution générale est donnée par

y(r) = —cosz + €”.

Exercice 70 (Variation des parameétres). Résoudre [’équation :

/! ™
Yy +y=tanz, x¢€ (—f =
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Solution 70. L’équation homogéne y" + y = 0 a pour solutions y; = cos x et yo = sin x. Le wronskien est

2

W =cosx-cosz — (—sinz)sinz = cos? z + sin?z = 1.

Une solution particuliére par la méthode de variation des paramétres est donnée par :

avec g(x) = tanx. Ainsi :
Yp = — cosx/sinxtanxdw + Sinx/cosxtanxd:v.
Calculons les deux intégrales :

. sin? 1—cos?zx
sinztanx dr = der = | ————dx
CcoS & cos

= /(secx— cosz)dxr = In|secz + tanz| — sinx + Cf.

et
/cosxtanxdmz/sinxdazz—cosm—i—Cg.

Prenons les constantes nulles pour une particuliére. Alors :

yp = —cosz (In|secx +tan x| — sinx) + sin x(— cos x)

= —coszIn|secx + tan x| + cos z sin x — sin  cos z.
Les termes cos x sin x s’ annulent, donc :
Yp = —coszIn|secx + tan z|.

La solution générale est
y=Cicosz + Cysinz — coszIn |secx + tan x|.

Exercice 71 (Equation d’Euler-Cauchy). Résoudre I’équation :
w2y —2xy +2y=0, x>0.

Solution 71. C’est une équation d’Euler-Cauchy. On cherche des solutions de la forme

Alors
Substituons :

L’équation indicielle est
r? —3r+2=0,

soit I’équation caractéristique
(r—1)(r—2)=0, sesracinessont r=1 et r=2.
La solution générale est donc :

y(x) = Oz + Cox®.

c- Systemes différentiels linéaires
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Exercice 72 (Systeme 2x2 a coefficients constants). Résoudre le systéme :

o =x—y,
y' =4z — 3y,

avec les conditions initiales x(0) = 1,y(0) = 0.

Solution 72. Ecrivons le systéme sous forme matricielle :
; (1 -1
X'=AX avec A(4 _3>.

Cherchons les valeurs propres :

det(A — AT) = ‘1 “A A

4 —3—>\‘:(/\+1)2

Une seule valeur propre A\ = —1 double. Cherchons un vecteur propre : (A + I)v = 0 donne
2 —1
( 4 2) v=0.

21]1 — Vg = 0,

Une équation :

donc vo = 2vy. Un vecteur propre est v = . Il manque un second vecteur indépendant pour former une base de

1
2
solutions. On cherche un vecteur généralisé w tel que (A + Iw = v.

(=) ()= ()

La premiere ligne donne 2w, — we = 1, la seconde 4w, — 2wy = 2 (identique). On peut prendre wy = 0, alors

Soit

wg = —1 donne 0 — (—1) = 1 ok. Donc w = <_01> La solution générale est :

X(t)=Cre v+ Coe Htv+w) =€ " {01 (;) +Cs <t G) + <_01>)] :

a:(t) = e’t(Ol + Ogt), y(t) = eit(QCl + 2C9t — 02)
Conditions initiales : x(0) = C; =1, y(0)=2C; —Cy=0=2—-Cy=0= Cy =2. Donc :

Soit :

o(t) =e H(1+2t), y(t)=e "(2+4t—2)=e "(48).
Exercice 73 (Systeme avec second membre). Résoudre le systéme inhomogéne :
' =2z +y+ e,
y' =3z +4y,
en utilisant la méthode de variation des paramétres.

Solution 73. On commence par résoudre le systéme homogéne associé :

;o (21
X'=AX avec A(S 4).

Valeurs propres :
det(A—A)=(A—=1)(A=5). Donc M =1, Aa =5.
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PourA\=1:(A-DNv=0=

1 1

3 3
-3 1

Pour/\—5:(A5I)U—O:><3

La solution homogéne générale est :

X0 = (1)

a . 1
b) =0=a+b=0, soit v = (_1>.

a — (1
_1> (b> =0= —3a+b=0, soitb = 3a, donc vy = (3>

e () e ().

Pour trouver une solution particuliére du systéme non homogéne, on utilise la variation des paramétres. On cherche

Xp(t)
La matrice fondamentale
t
e
w0 = (
On doit résoudre
d(t)C'(t) =

Donc :

et
—et

o5t
3e5t) (

Ci(t)
C(t)

= C1(t)e'vy + Co(t)evs.

5t

e

)
b(t) o b(t):(egt).

)=(0)

Résolvons le systeme linéaire. De la deuxiéme équation :
—e'C] +3e°Ch = 0 = O] = 3e* ).

Substituons dans la premiére :

2t
1
€' (3e*CY) + €10 = €' = 3™ Ch + P10y = 4e”'C) = e* = O = —46 o = 16_&.
e
Alors ] 3
Cy =3ett. —em3t = Zet.
Intégrons :
1 1
Co(t) = | ~edt = ——e ¥ +k
2 (1) / oy h,
. 3
Ol(t) = e'dt = *6 + k1.

Prenons ki1 = ko = 0 pour une particuliére. Alors :

SO 00 0
Donc :

-2 (4G (242) )
Ainsi

Xp(t)

- ()

La solution générale est

[ Ciet + Coed + %ezt
—Clet + 30265t —et)]’

d- Applications
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Exercice 74 (Circuit RLC). Un circuit RLC série est gouverné par I’équation :

d?q dqg 1
P4 plt 1o py
gz TRyt ee= B,

ou q(t) est la charge. On donne :
L=1H, R=2Q, C=1F, et E(t) = 10cost.
Déterminer q(t) avec les conditions initiales q(0) = 0, i(0) = ¢/(0) = 0.

Solution 74. L’équation devient :
q" +2¢ +q=10cost.

L’équation homogéne a pour équation caractéristique
2 _ 2 _
+2r+1=(r+1)°=0,

, racine double r = —1. Donc
qn = (Cy + Cat)e™.

Pour la solution particuliére, le second membre est 10 cost. On cherche une solution de la forme

qp = Acost + Bsint.

Substituons on trouve :
q, = —Asint 4 Bcost, ¢, = —Acost— Bsint.

Alors

4, +2¢, +qp = (—Acost — Bsint) + 2(—Asint + Bcost) + (Acost + Bsint)
=[(—A+2B+ A)cost] + [(—B — 2A + B)sint]
= (2Bcost) + (—2Asint).

Onveut 2B cost — 2Asint = 10 cost. Par identification :
2B=10=B=5 —-2A=0=A=0.
Donc g, = 5sint.

Solution générale :
q(t) = (Cy + Cot)e™" + 5sint.

Conditions initiales : q(0) = C; = 0. Alors
q(t) = Cyte™" + 5sint.

Dérivons :
q'(t) = Coe™" — Cate™ " + 5cost = Cae (1 —t) + 5cost.

Qui donne
ql(0)202+5:0:>02:—5.

Ainsi, la charge cherchée est
q(t) = —5te™ " + 5sint = 5(sint — te™*).

Exercice 75 (Mécanique : oscillateur amorti). Un oscillateur harmonique amorti est décrit par
mi+ct+kr=0. Pour: m=1 ¢=2 k=5, et (0)=1, ¢(0) =0.

Déterminer x(t).
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Solution 75. L’équation est
" + 22" + 5z =0.

L’équation caractéristique
r24+2r+5=0, donne lesracines r= —1 + 2i.

La solution générale est :
x(t) = e (Cy cos 2t + Cysin 2t).

Conditions initiales : x(0) = C; = 1. Dérivons :
2'(t) = e [~ (O cos 2t + Cy sin 2t) + (—2C} sin 2t + 2C, cos 2t)].
At:O::v/(O):—C1—|—2C2:—1+2C2:0:>C2: %

Donc : .
z(t)=e! (cos 2t + 5 sin Qt) :

3.6.2 Equations aux Dérivées Partielles
Exercice 76 (Equation de transport). Résoudre le probléme de Cauchy suivant pour I’équation de transport :
up + 2u, = 0, r€eR,t>0
{u(x,O) = ﬁ7 z€eR
Solution 76. La méthode des caractéristiques est bien adaptée. Les courbes caractéristiques sont données par :

dzx du
dt Toodt

En paramétrant par t (avec s = t), on a le systéeme :

dz
du
I 0 = wu(t) = constante = u(xo,0)

Le long de chaque caractéristique, u est constant et égal a sa valeur initiale. Puisque to = x — 2t, on obtient :

1 1

t) = - —
w@,t) = u(wo,0) L+ag 1+ (z—2t)?

Vérification :
o d(r—-2t) o —2(z —2t)
T U -2 T (U (w202

donc
us + 2u, = 0.

La condition initiale est satisfaite car
u(z,0) = 1/(1 + z2).

Exercice 77 (Equation de la chaleur par séparation des variables). Résoudre I’équation de la chaleur sur un
intervalle avec conditions aux limites de Dirichlet homogénes :

Ut = Ugy, O<x<mt>0
u(0,t) = u(m,t) =0, t>0
u(z,0) =sinz — $sin3z, O<z<m
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Solution 77. On applique la méthode de séparation des variables. En cherchant des solutions de la forme
u(z,t) = X(x)T(t),
on obtient le probléme de Sturm-Liouville :
X"+AX =0, X(0)=X(r)=0
Les valeurs propres sont \,, = n? pourn = 1,2,3,. .., avec les fonctions propres associées X, (x) = sin(nx).
L’équation pour T est
T + AT =0, donc Tn(t)=Cpe ™"

Par superposition, la solution générale est :

ZC e " sin (nx)

n=1
La condition initiale donne :

. 1
u(z,0) = Z Cpsin(nz) =sinx — 3 sin 3z
n=1

Par identification des coefficients de la série de Fourier en sinus (unicité du développement), on a :

1

Ci=1, 03:—5, C, =0pourn #1,3

Ainsi, la solution exacte est :

u(z,t) = e 'sine — —e sin 3z
3

Exercice 78 (Equation de Laplace sur un disque). Résoudre I’équation de Laplace sur le disque unité avec
condition au bord :

Au =0, r<1,0 €]0,2n]
u(1,6) = cos? 0

Solution 78. En coordonnées polaires (r,0), I’équation de Laplace s’écrit :

1 1
Upp + —Up + —Uoo = 0
r r

On cherche une solution par séparation des variables u(r, ) = R(r)O(6). On obtient deux EDO :
0" +X0=0, R'+rR —AR=0
La périodicité en 0 impose \,, = n? pourn =0,1,2, ..., avec ©,(0) = A, cos(nf) + B,, sin(nd).
L’équation pour R est de type Euler-Cauchy, avec solutions R, (r) = r™ et r~".
La solution doit étre bornée en r = 0, donc on garde R, (r) = r"™.

La solution générale est :
u(r,0) = % + nz;l r" (ay, cos(nf) + by, sin(nh))
La condition au bord r = 1 donne :

1+ cos 26
2

ao 29 _
) z:: ap, cos(nf) + b, sin(nb)) = cos” 0 =
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Par identification des coefficients de Fourier, on a :

an = 0pourn >3, b, =0 pourtousn
Ainsi, la solution est : L1
u(r,0) = = + =r?cos(26
(1,0) = 5 + 57 cos(20)
On peut vérifier que cette fonction satisfait bien I’équation de Laplace et la condition au bord.

Exercice 79 (Equation de transport). Résoudre le probléme de Cauchy suivant :
Out + couxr =0, xR, t>0,

avec la condition initiale u(x,0) = f(x), ou f est une fonction donnée.
Solution 79. L’équation est linéaire a coefficients constants. Les courbes caractéristiques sont données par

dr _,
dt 7

soit x(t) = ct + o, le long de ces courbes.

u est constant car J J
d—ltt zautJrauzd—f =u; + cuy, = 0.
Ainsi,
u(z,t) = flxg) = f(x — ct).
La solution est donc

u(z,t) = f(z —ct).

Exercice 80 (Equation linéaire i coefficients variables). Résoudre I’équation :

Oux + xz0uy =0, u(0,y) =siny.

Solution 80. On utilise la méthode des caractéristiques. Les courbes caractéristiques vérifient :

dy T
=z = =—+C.

dx 4 2
La constante C' est déterminée par la condition initiale. Le long d’une caractéristique, u est constant.

Pourx =0,0na
y=C.

Donc

2
u(xa y) = ’U,(O7 C) =sinC = sin (y _ xQ) .

= (3 2).

Ainsi, la solution est
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Exercice 81 (Probleme de Dirichlet sur un rectangle). Résoudre I’équation de Laplace Au = 0 sur le rectangle
0 <z <a 0<y<bavec conditions aux limites :

U(O,y) =0, u(aa y) =0, u(x,O) =0, u(‘r7b) = f(l’)

Solution 81. On cherche des solutions par séparation de variables
u(z, y) = X ()Y (y).

L’équation donne
X// Y/l

X Y

= 7)\ AU@C X(O) = X(a) = 07

on obtient
A = (nm/a)? et X,(x)=sin(nrz/a).

L’équation pour Y devient
Y' =AY =0 avec Y(0)=0,

d’on
Y, (y) = sinh(nmy/a).

La solution générale est

u(z,y) = Z Cy, sinh(nmy/a) sin(nrx/a).

n=1
La condition en y = b donne

f(z) = Z Cy, sinh(nrb/a) sin(nma/a).

Donc C,, sinh(nwb/a) sont les coefficients de Fourier de f :

2 * .
= m/o f(z)sin(nrx/a) d.

Exercice 82 (Disque et coordonnées polaires). Résoudre I’équation de Laplace sur le disque unité v < 1 avec
condition au bord u(1,0) = f(0).

Solution 82. En coordonnées polaires, I’équation s’écrit

1 1
Upp + —Up + —SUoe = 0.
r r

On sépare u(r,0) = R(r)O(0). On obtient
0" +X0=0 et r*R'+rR —AR=0.

La périodicité en 0 impose \,, = n? pour n = 0,1,2,.... Les solutions en r sont r" et r~™; on garde v pour la
régularité en 0. La solution générale est

u(r,0) = % + Z r" (a, cosné + b, sinnb).
n=1
La condition au bord donne
f(0) = 90 4 Z(an cosnf + by, sinnb),

2

donc ay,, by, sont les coefficients de Fourier de f.
Exercice 83 (Equation de la chaleur avec second membre périodique). Résoudre
Ut = Ugy + COS T,

avec u(x,0) = 0 et u périodique en x de période 2.
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Solution 83. On cherche une solution particuliére indépendante du temps sous la forme
v(x) = Acosx.

En substituant, on a
0=—Acosx+cosz=>A=1

. Donc
v(x) =cosx est une solution stationnaire.

On pose w = u — v, alors w satisfait wy = Wy, avec w(x,0) = — cos x.

La solution de ce probléme est donnée par la série de Fourier :

> 2
w(z,t) = Z cpe " e

n=—oo

avec c,, les coefficients de Fourier de — cos x.

Comme ‘ _
cosx = (e + e ") /2,
onacy =—1/2, ¢4 = —1/2, les autres nuls. Donc
w(z,t) = —=e te® — Ze e = —¢ " cos .
(z,1) = -3 5

Finalement la solution est :
u(x,t) =cosz —e 'cosz = (1 —e ") cosx.

Exercice 84 (Séparation des variables sur un intervalle borné). Résoudre I’équation de la chaleur sur [0, L]
avec conditions aux limites de Dirichlet homogénes :

Uy = kg, w(0,t) =0, u(L,t) =0, wu(z,0)= f(x).
Solution 84. On cherche des solutions de la forme
u(z,t) = X (x)T(t).
La séparation donne
X"+ AX =0 avec X(0)=X(L)=0 et T + kX =0.

Les valeurs propres sont
A\, = (nm/L)?

et les fonctions propres
Xn(z) = sin(nmz/L).

Alors T, (t) = Cre~**t, Par superposition,

u(z,t) = Z C e~ knm/L)t sin(nma/L).

n=1

Les coefficients sont donnés par la série de Fourier de f :

2 [* _
Cn= Z/o f(z)sin(nra/L) dx.

3.6.3 Fonctions Spéciales
a- Fonction Gamma et Beta
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Exercice 85 (Valeur de la fonction Gamma). CalculerT () etT (—3).
Solution 85. On utilise la relation fonctionnelle

I(z+1) = 2I(2).
(3)-5r ()3 ()32
Q-9 = ()

Exercice 86. Montrer que T (3) T (3) = 2.

— Pour L:

1.
— Pour 5

Solution 86. Utilisons la formule des compléments :

™

T(2)I(1 - z) =

sin(mz)’

“(2)r ()~ -

Exercice 87 (Intégrale de Wallis). Exprimer l'intégrale de Wallis

Pour z = %, ona

1
6!

/2
W, = / sin™ 0 do
0

a l'aide de la fonction Beta.

Solution 87. On a

/2 n+1 1 n+1
/ SlIlTLQde:lﬂ(n—i_l,l):F(Q)F(z): 7TF( )
0 2 2 72 2r (% +1) 2 T (%2+1

Exercice 88 (Dérivée logarithmique de Gamma). La fonction digamma

U(z) = % InT'(2)
Montrer que

e 1) = () + -

z

Solution 88. En dérivant la relation
on obtient

Divisant parT'(z + 1) = 2I'(2), on a

soit

b- Fonctions de Bessel
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Exercice 89 ( Fonction de Bessel). Montrer que

5 /i
J32(x) =/ — <Su;z - cosx) )

Solution 89. On utilise la relation de récurrence

Jv—1(x) = Juga(2) = 27, (2)

ou mieux, la formule explicite pour les demi-entiers. On sait que

2 2
Jija(x) = \/Esinw et J_i,(x) = \/Ecosx.

La relation J,, 11 (z) = 22 J,(x) — Jy—1(x) donne pour v =1/2 :

1 sin x
Jg/g(m):;Jl/g( x) —J_1/0(x \/msmx—wcosm—\/ﬂx( —cos:c)

Exercice 90. En utilisant la fonction génératrice des fonctions de Bessel d’ordre entier, montrer que

z)? 42 Z Jo(z)? =
n=1

Solution 90. La fonction génératrice est

e%(t—l/t) _ Z J tn.

n=—oo

Enposantt = €, on a

zr sin 0 § J 2n9

n—=—oo

En prenant le module au carré et en intégrant sur [0, 27, on obtient :

1 2m

o 1 o ‘ 0o
iz sin 0|2 —1= / i(m—n)0 — 2
by e |“df o /. mg ) I ()T (x)e de E In ()

0 n=-—oo

Comme J_p(z) = (—1)"J,(x), ona

oo (oo}
> Jn(@)? = Jo(x)? +2) Ju(x)?. Do lidentité.

Exercice 91. Démontrer que
1 T
Jo(z) = 7/ cos(zsin d) d.
™

0

Solution 91. Partons de la fonction génératrice avec
t = ei@ A zm sinf _ Z J zn@
n=—oo
La partie réelle donne

cos(z sin 9) )+ 2 Z Jan () cos(2nb)
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Prenons plutét la partie imaginaire.

En intégrant sur 0 de 0 a , les termes en '™ pour n # 0 s’annulent car foﬂ e™0df = 0 pour n pair ? En fait,

Jy cos(n8)df = 0 pour n # 0. Donc

/ cos(xsin@)df = nJo(x). D’ou le résultat.
0
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Chapitre

Séries, Séries de Fourier

4.1 Séries numériques, Suites et séries de fonctions, Séries entiéres

Ce chapitre propose un résumé des concepts fondamentaux sur les séries numériques, les suites et séries de fonctions,
séries enticres ainsi que les séries de Fourier. Il inclut les définitions essentielles, les théorémes de convergence et les
criteres pratiques, accompagnés d’exercices détaillés avec solutions.

4.2 Séries numériques
4.2.1 Généralités

Définition 4.2.1. Soit (a,)nen une suite de nombres réels ou complexes. On appelle série de terme général a,

la suite des sommes partielles Sy = ), _, an. On note Y a,. La série est dite convergente si la suite (Sy)
converge ; sa limite est alors notée ZZOZO an. Dans le cas contraire, la série est divergente.

Théorem 4.2.1 (Condition nécessaire de convergence). Si la série Y a,, converge, alors lim,,_, . a, = 0. La
réciproque est fausse (exemple : série harmonique).

4.2.2 Séries a termes positifs

Pour les séries a termes positifs, plusieurs critéres de convergence existent.

Théorem 4.2.2 (Critere de comparaison). Soient > a,, et Y b, deux séries a termes positifs. Si 0 < a,, < b,
pour tout n assez grand, alors :

— La convergence de ), b, implique celle de )" a,,.
— La divergence de Y, a,, implique celle de > b,,.

Théorem 4.2.3 (Critere de d’Alembert (régle du quotient)). Soit > a,, une série a termes strictement positifs.

Si lim % =/, alors :
n— oo n

— Sil < 1, la série converge.
— Sil > 1, la série diverge.
— Si ¢ =1, on ne peut pas conclure.

Théorem 4.2.4 (Critéere de Cauchy (régle de la racine)). Soit > a, une série a termes positifs. Si
lim sup,, ., /an =¥, alors :
— Si ¢ < 1, la série converge.

— Sil > 1, la série diverge.
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— Si ¢ =1, on ne peut pas conclure.
Théorem 4.2.5 (Critére de Riemann). La série ) n% converge si et seulement si o > 1.

Définition 4.2.2. Les séries de Bertrand sont les séries de terme général

1

"= na(in(n))?

ou « et B sont des réels.

Théorem 4.2.6 (Critére de Bertrand). La série de Bertrand :
na

_
(In(n))?

converge si et seulement si o > 1

ou(aa=1etp > 1)

4.2.3 Séries alternées

Théorem 4.2.7 (Critere de Leibniz). Soit (a,,) une suite positive, décroissante et tendant vers 0. Alors la série
alternée Y (—1)"ay, converge. De plus, si S est sa somme et Sy la somme partielle, on a |S — Sy| < any1.

4.2.4 Convergence absolue

Définition 4.2.3. La série Y _ a,, est dite absolument convergente si Y |a,| converge. Toute série absolument
convergente est convergente. La réciproque est fausse (exemple : série harmonique alternée).

Exemple 48. Etudier la convergence de la série

selon les valeurs de k € R.

Solution : On utilise le critére de condensation de Cauchy (ou une comparaison avec une intégrale). La fonction

f@) = =

(Inz)k

est positive et décroissante pour = assez grand. La série > f(n) converge si et seulement si I’intégrale f;o f(x)dx

converge. Calculons :
< dz (Inz)' =k |
= k# 1.
/2 z(lnz)* [ L=k ]y k7

Cette intégrale converge si 1 — k < Oi.e. k > 1. Pour £ = 1, 'intégrale est fzoo
la série converge si et seulement si k > 1.

dx
zlnx

= [In(In 2)]$° qui diverge. Donc

Remarque 4.2.1. La série donnée est de la forme c’est la série de Bertrand, comme o = 1 et

1
n®(In(n))”
d’aprés le critére de Bertrand, la série converge si et seulement si k = > 1.

Exemple 49 (Critere de d’Alembert). Déterminer la nature de la série

= nl

nn :
n=0
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Solution : Posons a,, = :—,L Calculons le rapport :

g1 (n+1)! n" n+1 n n'" 1 1
= = n’ = = — — - <Ll
[e2% (n + 1)”+1 n! (TL + 1)”+1 (n + 1)" (1 + ﬁ)n e

Par le critere de d’Alembert, la série converge.

Exemple 50. Etudier la convergence de la série

n=1

Inz

Solution : Posons a,, = “‘T” Pour n assez grand, a,, est décroissante (on peut vérifier la dérivée de f(x) = ==

qui est négative pour x > e).
De plus a,, — 0. Par le critere de Leibniz, la série alternée converge.

Cependant, la série des valeurs absolues > IHT“ diverge (par comparaison avec la série harmonique). Donc la série
est semi-convergente.

4.3 Suites et séries de fonctions

4.3.1 Suites de fonctions
> Convergence simple et uniforme

Définition 4.3.1. Soit (f,,) une suite de fonctions définies sur un ensemble E a valeurs dans R ou C.
— On dit que (f,,) converge simplement vers f sur E si pour tout x € E, lim f,(z) = f(x).
n— oo

— On dit que (f,,) converge uniformément vers f sur E si

sup | fn(z) — f(z)] = 0 (n — o0).
zeE

Théorem 4.3.1 (Continuité de la limite uniforme). Si chaque f,, est continue sur E et si ( f,,) converge uniformément
vers f sur E, alors [ est continue sur E.

Théorem 4.3.2 (Intégration terme a terme). Si (f,,) converge uniformément vers f sur un intervalle borné [a, b| et
si chaque f,, est intégrable, alors f est intégrable et

b

b
lim fn(m)dxz/ f(z)dz.

n—r oo a

Théorem 4.3.3 (Dérivation terme & terme). Soit (f,,) une suite de fonctions de classe C* sur un intervalle I. Si
(frn) converge simplement vers f sur I et si (f],) converge uniformément vers une fonction g sur tout compact de
I, alors f est de classe C' et f' = g.

4.3.2 Séries de fonctions

Pour une série de fonctions > f,,, on définit la convergence simple et uniforme a partir des sommes partielles.

Définition 4.3.2. La série Y . f,, converge simplement (resp. uniformément) sur E si la suite des sommes partielles
N . . p
Sn(x) = >, fn(x) converge simplement (resp. uniformément) sur E.
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Théorem 4.3.4 (Critere de Cauchy uniforme). La série ) f,, converge uniformément sur E si et seulement si

pour tout € > 0, il existe N tel que pour tout p,q > N et tout x € E, ona ‘ZZ:p fn(x)‘ <e.

Théorem 4.3.5 (Convergence normale). On dit que la série >, f,, converge normalement sur E s’il existe une
série numérique convergente ), M, telle que sup ¢ ; | fn(2)| < M, pour tout n. La convergence normale implique
la convergence uniforme.

Exercice 92 (Etude de convergence uniforme). Soit
fo(x) =2" surl0,1].

Etudier la convergence simple et uniforme.

Solution 92.
Pour x € [0,1], 2™ — 0 pour x = 1, 1™ = 1. Donc la limite simple est f(x) = 0 pour x € [0,1]) et f(1) = 1. La
Jonction n’est pas continue en 1, donc la convergence ne peut pas étre uniforme sur [0, 1] (car les f, sont continues).

En effet,
sup |fn(x) — f(z)| =1 pourtout n (prendre x proche de 1).
[0,1]

Donc convergence non uniforme. Sur [0, a] avec a < 1, on a sup < a™ — 0, donc uniforme.

Exercice 93. Etudier la convergence simple, uniforme et normale de la série

oo
€T

n(l + nx?)

n=1
sur R.

Solution 93. Pour x = 0, le terme général est nul, donc la série converge.
Pour x # 0, on a
T

n(1 + na?)

= _ 1
“n-nr?  n2l

. Donc pour tout x fixé, la série converge par comparaison avec > 1/n?. Convergence simple sur R.

Pour la convergence uniforme, étudions le reste. On peut majorer uniformément : pour tout x,

x 1
n(l 4+ nwx2)| — 2n3/2
en utilisant que
t ! (car la fonction t — tteint ' t=1/vn)
max ——— = ——=(car la fonction ———  atteint son maximum en t = n).
>0 1+nt2  2y/n 1+ nt?
En effet, posons t = |x|, alors
t < 1 .
1+nt?2 = 2¢/n

Donc 1

| fn(2)] < 32
qui est le terme d’une série convergente. Ainsi la série converge normalement sur R, donc uniformément.
4.4 Séries entieres

4.4.1 Définitions et rayon de convergence
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Définition 4.4.1. Une série entiére est une série de fonctions de la forme Y - a,z", ou (ay) est une suite de
nombres complexes et z est une variable complexe (ou réelle).

Théorem 4.4.1 (Lemme d’Abel). S’il existe zy # 0 tel que la suite (a,,zy) soit bornée, alors la série converge
absolument pour tout z vérifiant |z| < |zo|-

Définition 4.4.2 (Rayon de convergence). Le rayon de convergence R de la série entiére Y, a,z" est défini par :
R = sup{r > 0: (a,r") est bornée} = sup{r > 0 : la série converge pour |z| < r}.

On a alors :
— Pour |z| < R, la série converge absolument.
— Pour |z| > R, la série diverge.
— Pour |z| = R, on ne peut pas conclure a priori.

Théorem 4.4.2 (Formule de Cauchy-Hadamard). Le rayon de convergence est donné par :

1
= lim sup /|an,|.

n— o0
4.4.2 Propriétés des séries entiéres

Théorem 4.4.3 (Continuité et dérivation). Soir Y a,,z™ une série entiére de rayon R > 0. La somme f(z) est
continue sur le disque ouvert de convergence. De plus, f est indéfiniment dérivable et on peut dériver terme a
terme :

/ — A
z) = E na,z""t, avec méme rayon R.

Théorem 4.4.4 (Intégration). On peut intégrer terme a terme sur tout segment inclus dans le disque de conver-

gence :
o0

/f Z ”H, |z| < R.

Théorem 4.4.5 (Produit de Cauchy). Le produit de deux séries entiéres Y a,z" et > b, 2™ de rayons respectifs
R et Ry a un rayon au moins égal a min(Ry, Rs) et

n

(Z anz") (Z bnz") = i ez, cp = Z arbn—k

n=0 k=0
4.4.3 Développements en série entiére

Définition 4.4.3. Une fonction [ est dite développable en série entiére au voisinage de 0 s’il existe r > 0 et une
série entiére Y, anz" de rayon au moins r telle que f(z) =Y a, 2™ pour |z| < r. Alors

F(0)

n!

Qp =
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Quelques développements classiques :

s P ) 0 1y z2n+1 St 1y ZQn
g;, San—ngO(f ) m7 COSZ—;(* ) (271)"

—Zz" (Jz| <1), In(1+2z) i ! (2| < 1).

Exercice 94. Trouver le rayon de convergence des séries entiéres suivantes :

0 o o o
. |7
DD SRS
n=0 n=0 - n=0
Solution 94.
1. On utilise la formule de Cauchy-Hadamard :
o ()t
an| = "
. Par la formule de Stirling, n! ~ /27n(n/e)™, donc
ni/m o
(n!) o

Ainsi {/an, ~ 1 — 1/e. Donc R = e.
2. Ona 1
Y1/nl ~ — =0, donc R = cc.
n/e

3. Ona n
Vn! ~ — — 00, donc R =0 la série ne converge que pour z =0
e

Exercice 95. Développer en série entiére la fonction
T)=—5
f( ) (1 — x)g

et déterminer son rayon de convergence.

Solution 95. On sait que pour tout |x| < 1, on

n=0
En dérivant terme a terme, on obtient
o0
=t =Y e
1 — J;
n=1 n=0

Le rayon est 1.

Exercice 96 (Produit de Cauchy). Calculer le produit de Cauchy des séries

o0 o0
. "
E T et E —
n!
n=0 n=0
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et en déduire une expression de e” - i en série entiere.

Solution 96. Soita,, =1, b, = 1/nl.

Le coefficient

n n n
1 1 .
cn—Zakbn,k Z(n—k)! :Z T (en posant j =n — k)
k=0 k=0 §=0
Donc
1 N o0 n 1
e’ = Z — | z".
_ il
1—2x = \= 7

J
Le rayon de convergence est le minimum des rayons, soit R = 1.

Exercice 97. Déterminer le rayon de convergence de

o0
>
n
n=1

et étudier la convergence sur le cercle |z| = 1.

Solution 97. Par Cauchy-Hadamard, /1/n — 1, donc R = 1.

Pour |z| = 1, z = €. La série devient

1. Pour 6 = 0, c’est la série harmonique divergente.
Z(,l)”/n’

3. Pourles autres 0, on utilise le critére d’Abel ou on montre que la série converge pour 0 % 2k (par transformation
d’Abel. En effet, la série converge pour tout 0 # 2km.

2. Pour 6 = m, c’est

série alternée convergente.

4.5 Séries de Fourier

Les séries de Fourier, introduites par Joseph Fourier (1768-1830) dans son étude de la propagation de la chaleur,
permettent de représenter des fonctions périodiques comme des sommes infinies de sinus et de cosinus. Elles constituent
un outil puissant pour 1’analyse des fonctions périodiques et la résolution d’équations aux dérivées partielles. Leur
importance dépasse largement le cadre des mathématiques pures, avec des applications essentielles en physique,
ingénierie et traitement du signal. La compréhension de leurs propriétés de convergence et de leurs limitations (comme
le phénomene de Gibbs) est cruciale pour leur utilisation efficace.

4.5.1 Définitions fondamentales
a- Fonctions périodiques

Définition 4.5.1. Une fonction f : D C R — C est dite périodique de période T > 0 si :
VeeD,z+T €D f(z+T)=f(z)

La plus petite période positive est appelée période fondamentale.

b- Coefficients de Fourier

Pour une fonction f, T-périodique, intégrable sur [0, T'], on définit :
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b-1 Forme réelle

1 T
ag = ?/0 f(z)dz,
2 (T 2mnx
= — >1
an T/o f(x)cos( T )dx, n>1,

2 (T 2
bn:T/O f(x)sin( ﬂ;m>da:, n>1

b-2 Forme complexe

I 2
Cp = —/ flx)em"" T dx, neZ
T Jo

b-3 Relations entre les coefficients

— b b
00:%0, Cn:%, C_n:a”*% (n>1)

ap, =Cp+Copy by =1i(cn —c_p) ‘

> Série de Fourier

a- Forme réelle

S¢(x) = % + Z [an cos (27;}96) + b, sin (27;7}96)]
n=1

b- Forme complexe

St(x) = Z cnei%

n=—oo

Remarque 4.5.1. Sous certaines conditions, on peut dériver la série terme a terme.

Exemple 51. Soit f la fonction 2w-périodique définie sur [—m, e[ par f(x) = x.
(a) Calculer les coefficients de Fourier de f.

(b) Ecrire la série de Fourier de I

Solution :
f est impaire, donc :

<
=)
I

1 ™
%/_ﬂxdxzo,

1 ™
an = / zcos(nz)dr =0, n>1,

™

I 2 [T
b, = 7/ xsin(nz)dr = —/ xsin(nx)dx, n € N
0 ™ Jo

3
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Calculons b,, par intégration par parties :

by, = x sin(nx)dx

[—ICOZ(HI)K + % /OTr cos(m:)da:)
7 cos(n) N 1 [mn(nm)h)

1) :

S

A0 0 30 F |

—~
|
—_
N
3
Il
—~
|
—
~—
3
+
=

:“\3/_\/?/_\
3
_|_
o
3|

La série de Fourier de f est :

4.5.2 Formule de Parseval
Pour f € L?([0, 7)) :

|(10‘2 1 >
L[ re = S s = 3 el

n=1 n=-—00

Exemple 52. Soit f la fonction 2m-périodique définie par f(x) = x pour x € [—m, 7.
(a) Ecrire I’égalité de Parseval pour f.
(b) En déduire la valeur de > " !

n=1 n2*

Solution :
(a) D’apres I’exemple (51) 2, les coefficients de Fourier de f sont :
2
a=0, a,=0(n>1), b,=—(—1)"""
n
L’égalité de Parseval s’écrit :
1 U

2 (o)
2, _ G 1 2
5 |f(z)|"dx = 1 2 E: aZ +b2)

Ici, cela donne :
T e’} 2
1 9 1 2 .
. d — Z(=1 n+1
2m J_ var 2 7;1 <n( ) )

(b) Calculons :

1 /™ 5 1 273 7
il dr = — .22 - 2
2m _,,x YT o 3 3
D’autre part :
1o 4 1
52 3=2>
n=1 n=1

Ainsi, I’égalité de Parseval donne :
= 1
=22
2

°01
Z#

Ce résultat confirme celui obtenu a I’exercice 3.
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4.5.3 Théoremes de convergence
a- Convergence ponctuelle (Dirichlet)

Si f est T-périodique, de classe C' par morceaux, alors pour tout  :

ol f(x*) et f(z~) sont les limites a droite et & gauche.

f(at) = lim f(x), et f(z7)= lim f(x)

r—xt =T~

En particulier :
— Aux points de continuité : S¢(z) = f(x)

— Aux points de discontinuité : Sy(x) vaut la moyenne des limites : Sy(z) = w

Exemple 53. Soit f la fonction 2m-périodique définie sur [—m, w| par f(x) = x. En déduire la valeur de la somme

= (-

Solution :
On a trouver dans I’exemple 51 la série de Fourier de f sous la forme :

S¢(x) = (—1)"" sin(na)

M8
SN

Il
-

n

La fonction f est de classe C 1 par morceaux. Pour x = %, le théoréeme de Dirichlet donne :

51 (5)-1(3)-

57 (3) =3 20 sin ()

=1

D’autre part :

3

Or sin (ng) prend les valeurs :

0 si m est pair

1 sin=4k+1
—1 sin=4k+3

Donc :
Sy (g):2<1(—1)2 1+%(—1)4 (—1)+;(—1)6-1+;(—1)8.(—1)+--->
2(1;+;; )
Ainsi :

C’est la formule de Leibniz pour 7.

b- Convergence uniforme
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Théorem 4.5.1. Si f est continue, T-périodique et de classe C* par morceaux, alors la série de Fourier converge
uniformément vers f.

c. Convergence en norme L? (Théoréme de Riesz-Fischer)

Théorem 4.5.2. Pour toute f € L*([0,T)), la série de Fourier converge vers f en norme L* :

T
lim |F(z) — Sn(z)[>dz =0

N—oo /g

ou Sy est la somme partielle d’ordre N.

d- Convergence normale

Théorem 4.5.3. Soit
St(x) = Z Ccne

n=—oo

. o0 s . . . z
Si Y |en| < oo, alors la série de Fourier converge normalement (donc uniformément et absolument).

n=—oo

Convolution périodique

Pour f, g T-périodiques, la convolution périodique est définie par :

T
(Feo)e) =7 [ Fwate =)y,

On a alors :

[enlf *9) = calf) - ealg).]

4.5.4 OQpérations sur les séries de Fourier

Opération sur f Effet sur les coefficients
2
Dérivation en(f') = %cn( f)
T
Intégration a ([ f) = S (f) (pour n # 0)
win "
Translation f(z — a) cn(f(x —a)) = e 2mma/Te (f)
Modulation /T f (1) Décalage d’indices
Convolution en(f*g) = Ten(f)en(g)

Exercice 98. Soir f la fonction 2w-périodique définie sur |[—m, 7| par :

fx) =

z4+7m si —m<x<0
T—x si0<zx<m

(a) Tracer le graphe de f sur [—3m, 37].
(b) Montrer que f est continue sur R.
(c) Calculer les coefficients de Fourier de f.

Solution 98.

(a) Le graphe de f est une fonction en "dents de scie" symétrique par rapport a I’axe des ordonnées, avec des pics
a chaque multiple pair de .

(b) Vérifions la continuité aux points de raccordement :
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Graphe périodique de fi{x) sur [ —3rr, 3r17]

— Enz=0:f(07)=m, f(0) ==, f(0T) =, donc continue.
— Enx=mn:f(r")=n—n=0, f(r) = f(—7) = =7 + 7 = 0, donc continue.
f est affine par morceaux, donc continue sur R.

(c) f estpaire (vérification : f(—x) = —x + 7 =m —x = f(x) pour x > 0), donc b,, =
Calculons ag :

Pourn >1:
2 ™
ap, = f/ (m — x) cos(nzx)dx
T Jo
Calculons par parties :
2 ™ T
ap = — (/ 7 cos(nz)dx 7/ accos(n:v)d:r)
T \Jo 0
9 i T . iy T .
_2 (7T [sln(nx)} B ({xsm(nx)] _/ mn(na:)dx))
™ n 0 n 0 0 n
-2 (0-(0-[=)))
™ n 0
_ 2 (cos(n) — cos(0)
o n?2
2 (- -1
R n?
Ainsi :
0 si n est pair
ap =
——— sinestimpair
™

455 Exemples fondamentaux
a- Fonction créneau (ou signal carré)

Pour f 27-périodique avec f(z) = sign(sinx) :

2k +1

gism ((2k + 1)z)
T
k=0

Ceci illustre le phénomeéne de Gibbs : les oscillations pres des discontinuités.
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b- Fonction triangle

Pour f 27-périodique, f(z) = |x| sur [—m, 7] :

_72005 ((2k + 1)x)
(2k+1)2

c- Fonction dent de scie

Pour f 27-périodique, f(z) = x sur [—7, 7] :

n+1

oo
Z sin(nz).

4.5.6 Table des séries de Fourier usuelles

Fonction (période 277)  Série de Fourier Conditions
> (_1 n+1
flx)=x 2 Z sin(nx) x € (—m,m)
n=1
_ T 4 = cos((2k + 1))
f(z) = |z| 9 ;kzzo—(2k+1)2 x € [—m, 7]
2 0 n
2 ™ (-1 )
fl@)== ry —|—4nz::1 - cos(nx) x € [—m, 7]
. 4 N sin((2k + 1))
sign(zx) - kZ:O 1 x € (—m,0) U (0,m)
a 2 X sin(na) . )
II, t -+ - —_— Y I, (z) =1 ,0
(z) (porte) - + p ; cos(nx) (x) si |z] < a, 0 sinon
Ao(z) (triangle) e +5 2a Z #(”“) cos(nz)  Ag(z) = max(1 — |z|/a, 0)
7r n

n=1

TaBLE 4.1 — Séries de Fourier de fonctions usuelles

4.6 Exercices corrigées
4.6.1 Séries numériques

. 1
Exercice 99. Etudier la nature de la série E .
nlnn
n=2
. .. . . 1
Solution 99. On utilise le critére de condensation de Cauchy. Posons a,, = T
nlnn

La suite est positive et décroissante a partir d’un certain rang. La série condensée

gy =S 2F
Z Aok Z 2K In(2F) Z kln 2
k=1 k=1 k=1

est la série harmonique divergente (a un facteur prés). Donc la série diverge.

1)2
Exercice 100 (Critere de d’Alembert). Déterminer la nature de la série Z (n)) ™ pour x > 0.

— (2n)!

Azzi Ahmed 81

Univérsité de Tindouf



4.6. EXERCICES CORRIGEES CHAPITRE 4. SERIES, SERIES DE FOURIER

1\2
Solution 100. Posons a,, = (n))

z". Calculons le rapport :

(2n)!
Gt (DD @ (1
an, (2n + 2)! (nh)2z™  (2n+2)(2n+1)
B (n+1)2 e Tt 1 .
2+ 1)(2n+1)7 22n+1)7
Ona, a -
li n+1 -
nl—>Holo an 4

Par le critére de d’Alembert, la série
— converge si v < 4,
— diverge si x > 4.

— Pour x = 4, le rapport tend vers 1, le critére ne permet pas de conclure.
Enx =4 o0na )
N2y4n
@ ~ (n!)*4 .
(2n)!
Par la formule de Stirling, n! ~ v/2mn(n/e)", donc
(n))? ~ 2mn(n/e)®™ et (2n)! ~ Varn(2n/e)*" = V4rn2*"(n/e)*".
Alors
2 2nyn 2
Ay ~ mn(n/e) Sl V7Tn. Le terme général ne tend pas vers 0, donc la série diverge.

VAmn22n(n/e)?n 4dmn

Ainsi la série converge pour 0 < x < 4 et diverge pour x > 4.

—, n VN

Exercice 101 (Série alternée). Etudier | de la séri ~1 :
xerci (Séri ). Etudier la convergence de la série Z( ) i

n=1

Solution 101. Posons a,, = ﬁ Ona
n+1

1
ap >0 et a,~——0.

NG

FEtudions la décroissance de la suite (ay,). Considérons

Sa dérivée est 1
-z
!
)= ——F7r——.
) 2y/x(z +1)?
Pourx > 1, f'(x) < 0.Donc pourn > 2, la suite (a,,) est décroissante. Par le critére de Leibniz, la série alternée
converge. La série des valeurs absolues Y, a,, diverge car a,, ~ 1/+/n (série de Riemann divergente). Donc la série

est semi-convergente.

o0

Exercice 102 (Comparaison avec une intégrale). Déterminer la nature de Z

n=2

L
n(lnn)?’

Solution 102. La fonction f(x) = 5 est positive et décroissante pour x > 2.

1
z(lnx)
L'intégrale

*  dx IO R |
/2 793(11117)2 = [—ML =15y Converse.

Donc par le critére intégral, la série converge.
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oo

1 [e%
Exercice 103 (Série avec parametre). Pour quelles valeurs de o > 0 la série Z (1 — Cos ) converge-t-elle ?
n

n=1

Solution 103. On a [’équivalent

1 1
1 —cos— ~ ——, lorsque n — oc.
n  2n
Donc le terme général est équivalent a
1
2ap2a’

La série converge si et seulement si o > 1/2.

4.6.2 Suites et séries de fonctions

Exercice 104 (Convergence simple et uniforme). Soit f,(z) = nxe " pour x > 0. Etudier la convergence
simple et uniforme.

Solution 104. On a
— Pourx =0, f,(0) =0.
— Pourx >0,

lim f,(x) = lim nze "* =0.
n—oo n—oo

Donc f,, converge simplement vers f(x) = 0 sur [0, ool.
Pour la convergence uniforme, étudions

sup fn(x)

x>0

—nx

La fonction g,,(x) = nxe atteint son maximum en © = 1/n (dérivée nulle), et

1
n(l/n)=n-—e =l
gn(1/n)=n ne e

Donc
sup fu(z) = ¢ # 0.

La convergence n’est pas uniforme sur [0, 00|. Cependant, sur tout intervalle [a, oo[ avec a > 0, on peut montrer la
convergence uniforme car le maximum est alors plus petit.

oo
. L . 3 . . . L. T
Exercice 105 (Série de fonctions). Etudier la convergence simple, uniforme et normale de la série Z -
- +x
sur R.
Solution 105. Pour tout x € R, on a
x ||
n2+a22| =~ n?’

Mais cette majoration dépend de x et n’est pas uniforme. On cherche une majoration indépendante de x. Pour x fixé,
le terme général est O(1/n?) donc la série converge simplement.

Pour la convergence uniforme, on peut étudier le reste. Une autre approche : on a pour tout x,

x < 1
n2+z2| ” 2n
car
t 1 . B
max s = o (atteint en t = n).
Donc
T 1
sup | ——| = —.
xeﬁ n? 4 x? 2n
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. 1 . .
La série Y, o diverge, donc pas de convergence normale. Cependant, la convergence uniforme peut tout de méme
n

avoir lieu sans convergence normale. Pour le vérifier, on peut utiliser le critére de Cauchy uniforme ou étudier le reste.

Exercice 106 (Convergence uniforme et dérivation). Soit

fulz) = sin(ne) pourz € R.
n

Montrer que la suite converge uniformément vers 0, mais que la suite des dérivées ne converge pas uniformément.

Solution 106. On a
sin(nx) <

b

S|

n

alors,
sup | fn(z)| <1/n — 0.
z€eR

Donc convergence uniforme vers 0.

Les dérivées sont f] (x) = cos(nx) qui ne converge pas (méme simplement, sauf en certains points). Donc pas de
convergence uniforme des dérivées.

Exercice 107 (Série de fonctions et convergence normale). Etudier la convergence normale de la série

Z 7008(721%) sur R.
n

3
it

Solution 107. On a

La série > 1/n? converge, donc la série converge normalement sur R. Par conséquent, elle converge uniformément et
la somme est continue.

4.6.3 Séries entiéres

Exercice 108 (Rayon de convergence). Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes :

0  n oo oo n oo n

§ Z § : [ § 4 § : (71) 2n
e n.z - Z7 .
n!’ ’ n2+1’ n!

n=0 n=0 n=0 n=0

Solution 108.

1.
V)an| = /1/n! =0 (car n! ~V2mn(n/e)") ,donc R = oco.
2.
W—M}O, donc R = 0.
3.

Y1/(n?2+1) =1, donc R=1.
4. I s’agit d’une série entiére en z2. On peut poser w = z2. Alors la série devient
1"
n!

Son rayon en w est co. Donc pour z, le rayon est aussi oo (car pour tout z, 2* est dans le disque de convergence).
Ou on calcule directement *¥/|ay|? Attention, les coefficients sont non nuls seulement pour les puissances
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paires.
On peut utiliser la formule de Hadamard :

1

= avec a, le coef ficient de z".

nh_)n;o sup ¥/ |ay|
Ici,
agn = (—1)"/nlet  agpe1 = 0.

limsup v/|an,|

est la limite supérieure des racines n-iémes des termes non nuls. Pour les indices pairs,

2 azn| = */1/n! — 0.

Pour les indices impairs, c’est 0. Donc la limite supérieure est 0, donc R = oc.

Alors

Exercice 109 (Somme de série entiere). Développer en série entiére la fonction

1
fla) = m

et déterminer son rayon de convergence.

Solution 109. On décompose en éléments simples :
1 A B
(1—-2)1-2x) T1-z * 1—2z°
En résolvant, on trouve A = —1, B = 2. Donc
1 2
J@ =1 T

Ona

— pour |z| <1,

1 oo
_§ n
1—2 T
n=0

— etpour 2z < lie |z| <1/2,

2 oo oo
o = 2;(2@” = ;2”“3:".

Donc pour |z| < 1/2, ona f(z) = > 07 (=142 )z™ = 3 (271 — 1)a™. Le rayon de convergence est 1/2
(car la série a des coefficients en 2™).

Exercice 110 (Produit de Cauchy). Soit

o0 n

fla)=3a" et glo)=) .
n=0

n=0

Calculer le produit de Cauchy de ces deux séries et en déduire une expression simple.
Solution 110. On a
f(@) = — ~ pour |z < 1.

Pour g(x), on sait que

1 n
pour |z| < 1. E:Zt ,

Azzi Ahmed 85 Univérsité de Tindouf



4.6. EXERCICES CORRIGEES CHAPITRE 4. SERIES, SERIES DE FOURIER

intégrons les deux membres

= gt =z
—In(l —2) = =
n(l-=2) Z n+1 Z n+1
n=0 1=0
Ainsi (1 )
n(l—=x
g(z) = —
T

Le produit de Cauchy donne
oo n
flx)g(x) = Z cpx”  avec ¢, = Z arbn_r
n=0 k=0

1
ou ap = let bn_k = m Donc
n 1 n+1 1
Cn = I;J | = ; 3 = H,y1, (nombre harmonique).

Ainsi

fla)g(w) = Hopra™.
n=0

On a donc le développement en série

In(1 —z)
f@)gla) =~
Exercice 111. Déterminer le rayon de convergence de
X _n
z
>

n=1
et étudier la convergence sur le cercle |z| = 1.

Solution 111. On a

Y1/n?2 =1, donc R=1.
Pour |z =1, 0na
z" 1 L.
|—|= —5, donc la série converge absolument.
n
Donc elle converge pour tout z avec |z| = 1.

Exercice 112 (Série entiere et équation différentielle). Soit

Montrer que f vérifie I’équation différentielle

af"(x) + f'(x) = f(z) =0.

Solution 112. Calculons les dérivées :

, 7°°nx”*1700 n+1

f(x)’; (n!)2 *;J(nﬂ)!ﬂ '
On a donc - )
, nx"”
f@)=3 (n!)2
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Ensuite
T 2 oo

R - (n+2)( l)x"
I _z:: Z n+2 '

n=0

On peut écrire I’équation sous forme de série. Calculons

xf//(m) — Z n(n — 1)2'1‘”_ )

o (n!)
Donc -
xf”(x) + f/(SC) _ Z Tl(n (TL!:;)2+ nl’n71 + (1})2170

Ecrivons tout avec lindice m = n — 1. Alors pour m > 1, le coefficient de x™ est

(m+1)*
((m+1)H2"

Et le terme constant est 1. D’autre part,

- Z (:;;!)2

m=0
Donc
=/ (m+1)? 1
o+ -1 =1+ 3 ( P
12 12
= \((m+ 1)) (m!)
Or
(m+1)*  (m+1)?2 1
(m+1))2  (m+1)2(mh)? — (mh)?’
Donc les termes s’ annulent pour m > 1. Il reste le terme constant (0})2 = 1—1 = 0. Donc I’équation est vérifiée.

Exercice 113. Trouver le rayon de convergence de
(oo}
>
n2
n=1

et étudier la convergence en z = 2 et z = —2.

Solution 113. Ona 1
Vlan| = 3/1/(n27) = 3 Y1/n—1/2.

Donc R = 2.
— En z =2, la série devient
2n 1 .. . .
o = g - (série harmonique divergente).
n

— En z = —2, la série devient

(_2)n (_1)n ) o )
Z = Z o qui converge (série alternée).

n2n

Donc convergence en z = —2, divergence en z = 2.

4.6.4 Serie de Fourier
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Exercice 114. Soit f la fonction 27-périodique définie sur [—m, 7| par :

1 si 0<xz<m . . ;
flz) = { - - < 0 (C’est la fonction "créneau" ou "signal carré".)
-1 st —mx<

(a) Tracer le graphe de f sur [—3m, 37].
(b) Calculer les coefficients de Fourier de f.

(c) Ecrire la série de Fourier de f.

(d) Etudier la convergence de la série de Fourier en tout point.

Solution 114.
Graphe du signal carre (2m-peéeriodique)
14 — 's] e 's] < - < —_—
o
-1 o o o o o .
fén fl2n fln' o} rII 2ln 3|n'
(a)

(b) f estimpaire car f(—x) = —f(x). Donc :
— ag = % / jﬂ f(z)dx = 0 (intégrale d’une fonction impaire sur un intervalle symétrique)
— ap = % f:r f(z) cos(nx)dx = 0 pour n > 1 (produit d’une fonction impaire et d’une fonction paire)

— by =L [T f(z)sin(nz)de = 2 [ f(z)sin(nz)dz (produit d’une fonction impaire et d’une fonction
impaire, donc fonction paire)

Calculons :
2 (7 2 T2 0 2
by = —/ 1-sin(nz)dz = = {—Cos(nm)] == (— cos(n) + cos{ )> = —(1 — cos(nm))
T Jo ﬂ' n g T n n nmw
Or cos(nm) = (—1)", donc :
2 0 sin est pair
bp=—@A—-(-1)")=¢ 4 o
nmw —  sin est impair
n
En posant n = 2k + 1 (impair), ona b 1
= impair), =
p P 2k+1 2k +

(c) La série de Fourier de f est :

- . - 4 .
St(x) = nz:; by, sin(nx) = kz_o T sin((2k + 1)x)
(d) La fonction f est de classe C' par morceaux. D’aprés le théoréme de Dirichlet, la série de Fourier converge en
tout point x et a pour somme :
)+ £(@)
Sp(x) = - 5

ou f(at) et f(x™) sont les limites a droite et d gauche.
En particulier :
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— Aux points de continuité (i.e., v # k), f(z) = f(z™) = f(z), donc S¢(x) = f(z).
— Aux points de discontinuité (x = kr), f(kr) = lou—1let f(kn~) = —1oul, donc Sy(km) = # =
0.
Ainsi, pour tout x € R :

0 siz=km

Sp(x) = {f(x) siz # km

Exercice 115. Soir f la fonction 2w-périodique définie sur |—m, 7| par f(z) = .
(a) Tracer le graphe de f sur [—3m, 37).
(b) Calculer les coefficients de Fourier de f.

(c) Ecrire la série de Fourier de f.

(d) En déduire la valeur de la somme Ezo:l o

n

Solution 115.

Graphe de f(x) = x (2nm-périodique) sur [—3mr, 3mr7]
o

—rr

(a) —I3n —én —In [o] rl7 2ln 3.11

(b) f est impaire, donc :
— aoziff zdx =0

27
=1 [" xcos(nz)dr =0 pourn > 1

L [T wsin(nz)de = 2 [ xsin(nz)dx
Calculons bn par intégration par parties :

2 ™
b, = / x sin(nx)dx
0

™

-2 ({_a: COS(nm)} + 1 /W cos(n:c)dx)

0 n o nJo
_ 2 ( mcos(nm) 1 [sin(nx)]"
=2 (o 7))
— 3 (_7‘((—1)" +0)

T
_ _g _1\n _ g _1\n+1
= 21" = =(-1)

(c) La série de Fourier de f est :
S¢(x) = Z %( 1)+ sin(na)
n=1
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(d) La fonction f est de classe C' par morceaux. Pour x = 5, le théoréme de Dirichlet donne :

5(5)-1(5) -3

57(3) = 3 20 sin ()

n=1

D’autre part :

Or sin (ng) prend les valeurs :
0 si n est pair
sin(nz): 1 sin=4k+1
-1 sin=4k+3

Donc :
™ _o(Lli_qy2 Loy Lqpe Lo s.
57 (3) =2 (F02 1+ 0 (04 ZCDP 14 L0 (-1 +
:2<1—§+;—;+-->
Ainsi :
1_,4_1_14_ :Z
3 5 7 4

C’est la formule de Leibniz pour .

Exercice 116. Soit f la fonction 27-périodique définie sur |[—m, n[ par f(z) = x°.
(a) Tracer le graphe de f sur [—3m, 37].
(b) Montrer que f est paire et calculer ses coefficients de Fourier.
(c) Ecrire la série de Fourier de f.
(d) En déduire les sommes :

9] 1 00 71n+1

Solution 116.

Graphe de la fonction x? prolongeée par 2m-périodicité
T

e — fix) = x? (2rm-périodique)

o Raccords m?

X)
N

73'17 7:'2 m 7in 1-n 2;1 3'17

X0

(a)

(b) f est paire car f(—x) = (—x)? = 22 = f(x). Donc :
— bp, =0 pour toutn > 1

™
— 1 (7 20, 1 (To2g. 102’ _ x?
_a0*2nf77rxdx*wfomdm*ﬂ[:&]o*3
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— Pourn >1:

1 (7 2 [T
an = —/ 22 cos(nz)dr = f/ a? cos(nx)da
0

s s

—T

Calculons a,, par deux intégrations par parties :

an

(c) La série de Fourier de f est :

2 ™
7/ 22 cos(nz)dx
0

s

% QIQSIEWK - % /0 W:csin(n:c)dz)

,i/ xsin(nz)dx (car sin(nm) =0)
nm Jo

_% <[_m’i(”x>]z + % /Oﬂ cos(nx)dx)

(e e

_7147 (_”(—nl)”_H)) o

204 Z ap, cos(nx) % i % " cos(nx)

(d) La fonction f est continue et de classe C' par morceaux, donc d’aprés le théoréme de Dirichlet, pour tout ,

Sy(x) = f(x).

Pourx =1 : f(m) = m% et:

Or cos(nm) = (—=1)™, donc (—1)™

Pour x =0: f(0) =0, et :

D’ou :
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4.6.5 Théorémes de convergence

Exercice 117. (Voir I’exercice 98 ) Soit f la fonction 2m-périodique définie sur [—m, 7| par :

x4+ si —m<zr<0
flz) = .
T—x si0<zx<mT

(a) Tracer le graphe de f sur [—3m, 37].

(b) Montrer que f est continue sur R.

(c) Calculer les coefficients de Fourier de f.

(d) Etudier la convergence de la série de Fourier de f.

(e) En déduire la valeurde - m

Solution 117.  (a) Le graphe de f est une fonction en "dents de scie" symétrique par rapport a l’axe des ordonnées,
avec des pics a chaque multiple pair de .

Graphe périodique de f(x) sur [—3mr, 3]

—3n -2 —1m O in 2n 3

(b) Vérifions la continuité aux points de raccordement :
— Enz=0:f(07)=m, f(0) ==, f(0T) =, donc continue.
— Enz=n:f(n")=n—n=0, f(r) = f(—7) = —7 + 7 = 0, donc continue.
f est affine par morceaux, donc continue sur R.

(c) f est paire (vérification : f(—x) = —x + 7 =7 —x = f(x) pour z > 0), donc b,, = 0.
Calculons ag :

Pourn >1:
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Calculons par parties :
2 T
ap = — (/ 7 cos(nz)dx f/ xcos(nx)dx)
T \Jo 0
9 . T T,
_2 (ﬂ_ [sm } B ([:csm(na:)] _/ sm(na:)dx)>
T n 0 0 n
-2 (0-(-[=)))
™ n 0
_ 2 (cos(nm) — cos(O)
R
_2
R n2
Ainsi :
0 si n est pair
ap = 4

) St n est mmpair
™n

(d) f est continue et de classe C'* par morceaux, donc d’aprés le théoréme de Dirichlet, la série de Fourier converge
normalement (et donc uniformément) vers f sur R.

(e) Pourxz=0,0na f(0)=m,et:

Sf(O) = a20 + Z an = g Z a2k+1

4 .
Or agk+1 = _W’ donc :

k=0
1 1 T 3
= = =- =——
“kzzo k+12 4 " 4
> 1 w2
N _
T

=1 =1 > 1 11 > 1
;?Z;(Qn)2+;(2n+1)271; 2 Z(2n+ 1)2
3= 1 S 1
éz;ﬁ:;@n—i—lﬁ
> 1 3 2 2
Z(2n+1)271 6 8

4.6.6 Egalité de Parseval

Exercice 118. Soit f la fonction 2w-périodique définie par f(x) = x pour x € [—m, 7.
(a) Ecrire ’égalité de Parseval pour f.
(b) En déduire la valeur de Z L

n=1 n2*
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(a) D’aprés ’exercice 115, les coefficients de Fourier de f sont :

2
bn = E(il)n+1

Solution 118.
ap=0, a,=0(n>1),

L’égalité de Parseval s’écrit :

I Qd_ag 1 — »)
o 77T|f(37)| r=oT §Z::a+

Ici, cela donne :

o] 2
1 T, 1 2 a1
s (G)
(b) Calculons :
1 (™ 1 27 2
%[ﬁ“ w3 3

D’autre part :

Ainsi, I’égalité de Parseval donne :

n=1
=Y =

Ce résultat confirme celui obtenu a ’exercice 3.

Exercice 119. Soir f la fonction 27-périodique définie par f(x)
(a) Tracer le graphe de f sur [—3m, 37].
(b) Calculer les coefficients de Fourier de f.
(c) Ecrire I’égalité de Parseval pour f
(d) En déduire la valeur de Zn —0 m

Solution 119.

Graphe de f(x) = | x| (2n-périodique) sur [— 31, 3r1]

= |z| pour x € [—m, ).

4]
o
() —3n 72|n - o] 1 2|1'1r 3|n'
a
(b) f est paire, donc b, = 0.
Calculons ayg :
17 2 [T 2 2217
aozf/ |m|da::f/ xdr = — [3:] =
I - T Jo T2 ],
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Pourn >1:

Par intégration par parties :

Ainsi :

(c) L’égalité de Parseval donne :

Calculons le membre de gauche :

Le membre de droite :

On peut aussi exprimer la somme sur tous les entiers :

2 T
an:f/ x cos(nz)dx
T Jo
2 i s T .
an:({xbm(ﬂﬂ:)} _/ sm(mc)dx>
™ n 0 0 n
_2(0 [cos(nw)}ﬂ>
™ n? |,
2 cos(nm) —1
T n?
2 (1)1
o n2
0 si n est pair
Ay =
—— Sinestimpair
T
1 7T| |2d a%_’_li 9
— z|*dr = — + = a
or . 4 2t
1/Tr$2dx—1.27r3_”2
o . 2r 3 3
a _
4 4
1<, 1 4 s
s =3 % (rarre) “ @ L
k= k=0 k=0
w2 72 8 — 1
R =D M ey
j%i : 4:77:_7LQ:7L2
a2+ T 3 4 12
= 1 4
= S
Z(2k+1)4 96
k=0
N | +§: 1 15":1
AT 4 on L1V 16 4
nt L= (2n)' = (2n+1) 16 <= n
e 1 7t
:7 —_— = —
167;1714 96
=1 4
: PR —
;W‘ 90

C’est la valeur de la fonction zéta de Riemann en 4.

4.6.7 Applications aux équations différentielles

4

96
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Exercice 120. On considére I’équation différentielle :
y' +wly = f(z)

ot w > 0 n’est pas un entier, et f est la fonction 2m-périodique définie par f(x) = x sur [—m, .
(a) Chercher une solution 2m-périodique de cette équation sous forme d’une série de Fourier.
(b) Exprimer cette solution comme une intégrale.

Solution 120.  (a) On cherche une solution 2w-périodique y sous la forme :

oo
y(z) = % + Z(an cos(nx) + by, sin(nzx))
n=1
On sait que f a pour coefficients de Fourier :
2
) =0(n>0), b ==(-1"*!
En dérivant terme a terme (ce qui est justifié car on cherche une solution réguliére) :

oo

y'(z) = Z(—nan sin(nzx) 4+ nby, cos(nx))

y'(x) = Z(—n2an cos(nz) — n?by, sin(nzx))

En remplagant dans 1’équation :

Y +wiy = w22a0 + i [(w® = n?)ay cos(nz) + (w* — n®)b, sin(nz)] = f(z)

n=1
Par unicité des coefficients de Fourier :
w2a0
2
—n?a, =0=a, =0 (carw®#n?)

2
(W? —n?)b, = b = Z(—1)"+
n

=0=a9=0
(w?

n

2
bp = ————(—1)"*!
= O n(w2—n2)( )

Ainsi, la solution est :
— - - (1 n+1 os
y(z) n§:1: n(w? — n2) (=1)""" sin(nx)

(b) On peut aussi exprimer y a laide de la fonction de Green. La solution de y" + w?y = f(x) est donnée par :

™

y(@) = [ Gz, ) f(t)dt
—T
ou G est la fonction de Green périodique.
Pour I’équation iy’ +w?y = 0, les solutions sont de la forme A cos(wx)+ B sin(wx). En imposant les conditions
de périodicité et de continuité, on trouve :

G(z,t) =

Yo sin(on) cos(w(|x —t| — 7))

pour x # t.
Ainsi :

y(@) Lfr tcos(w(]a — t] — m))dt

" 2w sin(wm) J_

Cette expression est équivalente d la série trouvée en (a).
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Chapitre

Transformée de Fourier

La transformée de Fourier est un outil mathématique puissant et polyvalent qui permet d’analyser les signaux dans
le domaine fréquentiel. Ses applications s’étendent de la physique fondamentale au traitement du signal moderne. La
compréhension de ses propriétés, théoremes et limitations est essentielle pour son utilisation efficace dans la résolution
de problémes pratiques. Elle joue un role crucial en ingénierie et dans de nombreux autres domaines.

5.1 Transformée de Fourier

5.1.1 Définitions et notations
> Transformée de Fourier continue

Définition 5.1.1. Pour une fonction f € L*(R), la transformée de Fourier est définie par :

+oo
f(©) = Flf)e) = / f(@)e= €y

—00

On rencontre également les conventions suivantes :

— Convention physique : f (w) = j;o f(t)e—i‘“t dt
— Convention statistique : f (w) = _+:O° f(t)e—Qﬂ"iwt dt

— Convention alternative : f(w) = \/%7 [T ft)eiwtat

Exemples 2.

Flu(t)] = wé(w) + —  (au sens de la valeur principale)
iw

Exercice 121. Calculer F[e~ "] pour a > 0.
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5.1. TRANSFORMEE DE FOURIER CHAPITRE 5. TRANSFORMEE DE FOURIER

Solution 121.

“+oo
f[efa‘tl}(w) = / et gt

0 “+o0
— / a zwtdt + / 7at 7’Lwtdt
—00 0

0 “+o0
_ / e(a w tdt + / —(atiw tdt
J— 0

e(afzw)t (a+iw)t 71T
: + |
{a—zw}m {—(a—i—zw)]o
1 1 2a
a—iw a4+iw a®+w?

5.1.2 Transformée inverse

Définition 5.1.2. Sous conditions appropriées, la transformée inverse est donnée par :
1 f T a2
fl@) = F i) = [ Hepermiteae

5.1.3 Conditions d’existence

1. Condition suffisante : f € L'(R) = f existe et est continue
2. Condition nécessaire et suffisante (pour I’inversion) : f, fe L'(R)

5.1.4 Propriétés fondamentales

Propriété Temps Fréquence
Linéarité af(t) +bg(t) af(w)+bj(w)
Translation ft—to) e Of( )
Modulation et f(t) Flw —wo)
Dilatation f(at) ﬁf (2)
Conjugaison @) f(—w)
Dérivation L (zw)”f (w)
Dérivation en fréquence  (—it)" f(t) j:f
Convolution (f*g)(t) f(w)g(w)
Produit f(t)g(t) i(f * ) (w)

TABLE 5.1 — Propriétés de la transformée de Fourier
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5.1. TRANSFORMEE DE FOURIER CHAPITRE 5. TRANSFORMEE DE FOURIER

> Démonstration de propriétés importantes
1- Convolution
Soient f, g € L*(R), alors :

Flf * g](w) = /+Oo (/+Oo f(m)g(t — T)d’7'> oWt gt

_ /:o £(r) (/:O g(t — T)emdt) dr

|
=
ﬁ
S~—
('h‘
g
N
Q>
£
U
3

2- Dérivation

Si f et f’ sont dans L'(R), alors par intégration par parties :

+oo
AR = [ e
= [f®)e ™+ iw/ ft)e ™ dt
—iwf(w) (carfel'= ‘ l‘im f(t)=0)
t|—oo
5.1.5 Transformées de Fourier usuelles
Fonction f(t) Transformée f(w) Conditions
0(t) (Dirac) 1 Yw
1 270 (w) au sens des distributions
eiwol 270 (w — wp) au sens des distributions
cos(wot) 7[d(w — wp) + d(w + wp)]  au sens des distributions
sin(wot) im[d(w+ wp) — d(w —wp)]  au sens des distributions
u(t) (échelon)  mé(w) + = au sens des distributions
I, (t) (porte)  2a - sinc(aw) = 25%(““’) a>0
sinc(at) o (w) a>0
e—altl oy a>0,Re(a) >0
2
e—at’ VEZe i@ a>0,Re(a) >0
T—lkt? ge_“‘“” a>0

TaBLE 5.2 — Table des transformées de Fourier

5.1.6 Théorémes fondamentaux

1- Théoréme de Plancherel (ou Parseval)

Théorem 5.1.1. Pour f,g € L*(R) :

En particulier, pour f = g :
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5.2. EXTENSIONS ET GENERALISATIONS CHAPITRE 5. TRANSFORMEE DE FOURIER

e Lo
[ wra= o [ iiera

— 00 — 00

Ce théoreme montre que la transformée de Fourier est une isométrie sur L?(R) (2 un facteur 27 pres).

2- Théoréme d’inversion

Théorem 5.1.2. Si f, f € LY(R), alors pour presque tout t :

+ooA )
£(t) 1/ f(w)etdw

T o o
Si de plus f est continue, I’égalité est vraie partout.

3- Théoreme de convolution

Théorem 5.1.3. Pour f,g € L'(R) :

Ff xg] = FIf]- Flg|

Réciproquement :

FIf -5 = 5= Flf]« Fl]

5.2 Extensions et généralisations

1- Transformée de Fourier en dimension n

Définition 5.2.1. Pour f : R™ — C dans L*(R") :

fe) = | f@emwta

Rn

onz-&=> 7 Tl
2- Transformée de Fourier discréte (DFT)

Définition 5.2.2. Pour une suite finie (T, )o<n<N-1 -

N—-1
Xp= Y zpe /N k=0,1,.. ,N-1

n=0

Transformée inverse :

1 N—-1
T =1 > Xy N =0,1,...,N ~1
k=0

5.3 Applications
1- Equations aux dérivées partielles

1.a- Equation de la chaleur
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5.3. APPLICATIONS

CHAPITRE 5. TRANSFORMEE DE FOURIER
En prenantla TFen x :

" (w,0) = f(w)
Solution :

+oo
i(w,t) = flw)e ™" = u(a,t) \/417%/
1.b- Equation des ondes

0%u 0%u Ou
e 02@» u(x,0) = f(x), —

0% ,0) = g(a)
En TF : .
U 2 24
@ = —Cwu
Solution : A
i(w,t) = f(w) cos(cwt) + gc(w) sin(cwt)
Exercice 122. Résoudre y" + 2y’ + y = f(t) par transformée de Fourier.
Solution 122.
Fly" +2y' +y] = F[f]
(—w® + 2iw + Dj(w) = f(w)
N ()
1) = T 2w
_ 1 f(w) _
avec g(t) = te tu(t).

3- Traitement du signal
3-a Filtrage linéaire

Un filtre linéaire invariant dans le temps est caractérisé par sa réponse impulsionnelle i (t) ou sa fonction de transfert
H(w) = F[h()].

Sortie du filtre pour une entrée x(t) :

ly(t) = (zxh)(t) & Y(w)=XwHw) |

3-b Echantillonnage et théoréeme de Shannon

Pour un signal f(¢) a bande limitée (f(w) = 0 pour |w| > wyy,), on peut le reconstruire  partir de ses échantillons
pris a la fréquence wy > 2w, :

f(t) = f f(ZZ) sin(wpt — nm)

Wt —nm
n—=—oo m

4- Mécanique quantique

En mécanique quantique, la transformée de Fourier relie la représentation position et la représentation impulsion :

Y(p) = 71 /+Oow(x)@—ipx/hdx
V2rh J oo 7
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5.4. RELATIONS ENTRE LA TRANSFORMEE DE LAPLACE ET LACFRYNSREBBMERANS FORMHE DE FOURIER

avec la relation d’incertitude de Heisenberg :

Ax - Ap >

DO St

5.4 Relations entre La transformée de Laplace et la transformée de Fourie

Transformée Domaine Relation avec Fourier
Laplace R* L{f}(s) = F{f(t)e ' }(iw), s = 0 + iw
Laplace bilatérale R Cas particulier avec s = iw

Exercice 123 (Transformée de Fourier pour I’équation de Laplace dans le demi-plan). Résoudre le probléme
de Dirichlet dans le demi-plany > 0 :

Upgy + Uyy =0,  u(z,0) = f(x), ubornée.
Solution 123. On prend la transformée de Fourier en x. L’équation devient
—E%0 + @y = 0,
avec 4(€,0) = f(€). La solution bornée pour y > 0 est

(&, y) = f(&e e,

Par transformée inverse,
1 o0
u(z,y) = p /_OO mﬂf) dg),

qui est le noyau de Poisson.
5.5 Exercices corrigés
5.5-1 Calcul de transformées de Fourier

Exercice 124. Calculer la transformée de Fourier des fonctions suivantes (dans L*(R)) :
(a) f(x) =e " aveca >0

(b) f(flf) = m avec a > 0
(c) flz)= e~ qvec a > 0
1—|z| silz| <1
d =
(@ f(@) {0 silx] > 1
Solution 124. On rappelle que la transformée de Fourier de f € L*(R) est définie par :
fOo=7n© = [ fae i

(a) Pour f(z) = e~ aveca > 0:
Par parité de f, ona :

fo= [ et

—+o0
2/ e~ cos(&x)dx  (car la partie imaginaire s’ annule)
0
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5.5. EXERCICES CORRIGES CHAPITRE 5. TRANSFORMEE DE FOURIER

On utilise la formule :

+oo a
/0 e~ cos(bx)dx = e boura > 0.
Ainsi : 5
. a a
f(é—) a2 + 52 (12 + 52
(b) Pour .
f(I) = m, avec a > O

1
On remarque que P est la transformée de Fourier d’une fonction que nous venons de calculer, a un facteur
a?+z

prés. D’apreés le théoréme d’inversion et le calcul précédent, on a :

1 [T 2 ,
efam:—/ “ %% dy

2 a? + x2

— 00
Donc : +
oo
20 _ petpg-alél = / —alél yicz 9€
a? + z? oo 27
En changeant les réles de x et &, on obtient :

F [1} (€) = T o—alél

a? + 22 a

(c) Pour f(z) =e " aveca >0 :

R —+oo 5 )
f(&) :/ e T e Ty
+oo .
- / eia(zer%x)dx

On complete le carré :

. . 2 2
) i€ i ¢
x*“(“za) e

Ainsi :

2 +oo GE\2
fo=c @ [ el e

— 00

Par le théoréme de Cauchy et la valeur de l'intégrale de Gauss f+°° —at® gt = \/g, on obtient :

(&
—o0

(d) Pour f(x) = max(1 —|z|,0) :
Cette fonction peut s’écrire f(x) = A(x) ou A est la fonction triangle. On calcule directement :

f(6) = / (1= fal)e
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5.5. EXERCICES CORRIGES CHAPITRE 5. TRANSFORMEE DE FOURIER

Par parité :

/ (1 —x)cos(éx)dx

[ (1 —x)sin fx)} /1 sin(£x)
+2 ——=dx
3
0

0

o=t
)

52 (1 —cos¢

On reconnait une formule trigonométrique : 1 — cos & = 2sin’(¢/2), donc :

5o Asin?(£/2)  [sin(¢/2)\?
f(g)_ &2 _< £/2 )

Exercice 125. Soit )
f(z) = sin(az) avec 4 > 0.
x

(a) Calculer la transformée de Fourier de f.
(b) En déduire la valeur de ’intégrale

+0oo o
/ sin(ax) .

T

— 00

—_

si|z| < a/2
si|z| > a/2

o

Solution 125.  (a) On sait que la transformée de Fourier de la fonction porte 11, (x) = {

sin(a&/2) _ oy sin(a&/2)
£/2 a&

‘F[Ha](f) =

1 si <
Plus précisément, pour I1,(x) = {0 Sl. :x: a’ ona:
silz] > a

Par le théoréme d’inversion de Fourier, on a :
1 [t 2si ,
M) =5 [ 2
2 J_ o 13

En échangeant les réles de x et &, on obtient :

2sin(azx
# = }—[Ha(_g)] = 27THa(_f)

Plus rigoureusement, par dualité, si F[f] = g, alors Flg|(x) = 2w f(—=x). Ici, prenons f(x) = I, (x), alors
FIf(¢) = 25nted) Smg(af). Donc :

F [28@(“’)} (z) = 2nll, (—) = 2711, (2)

car 11, est paire.
Ainsi :

0 silgl>a

}_{Sin(ax)} (€) = 7L (6) = {w sil¢ <a
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5.5. EXERCICES CORRIGES CHAPITRE 5. TRANSFORMEE DE FOURIER

(b) En utilisant le résultat précédent avec £ =0 :

P[] gy [ slar)y,

xT x

oo

Plus généralement, on retrouve la valeur bien connue de l’intégrale de Dirichlet :

oo i
/ Md:ﬁ:w poura >0
x

5.5-2 Propriétés de la transformation de Fourier
Exercice 126. Soit f € L'(R). Démontrer les propriétés suivantes :
(a) Translation : F[f(x — a)](&) = e~ "€ f(¢€)
(b) Modulation : ]:[ei‘””f( )}(5) = f(€—a)
(c) Dilatation : F|f(ax ( pour a # 0
(d) Dérivation : Si f' € Ll( ), alors FIf1) = icf(€)
(e) Dérivation de la transformée : Si xf(z) € L*(R), alors f est dérivable et dif(ﬁ) = —iF[zf(x)](&)

Solution 126. (a) Translation :
+oo )
Flfa-al©= [ fo-ae s

+oo )
N / f(w)e™® ) dy  (changement de variable u = x — a)

— 00

. +OO .
= e‘”‘g/ f(u)e % du

= e f(¢)
(b) Modulation :

o
= flx)e - dy
= f(¢—a)

(¢) Dilatation :
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5.5. EXERCICES CORRIGES CHAPITRE 5. TRANSFORMEE DE FOURIER

Pour a < 0, a = —|a|, changement de variable u = ax, dz = du/a = —du/|al :

Flran)e) = | T fwe it ody

0

1 [t :
= 77/ f(u)e™ % 2 qy

a —0o0
1 [t :

= a|/ f(w)e %%y (car —1/a =1/|al)
1

-/ (2)

(d) Dérivation : Par intégration par parties,

+oo
FIFE) = / f(2)e v da

_ - . |
= [f(x)eﬂg‘r]_oo + iﬁ/ f(x)eﬂ&dx
Comme f € L'(R) et f' € L*(R), on a lim,|_,o f(x) = 0, donc :
FL1'1(6) = i€ f ()
(e) Dérivation de la transformée : Sous hypothése x f(x) € L*(R), on peut dériver sous le signe intégral :

9 fe) = d% / :° f(a)e i€ da

dg
:/+ f(x)ge_i&”dx

oo o0&

+oo
_ / (@) (—iz)e 6 dz
=3 /+OO zf(z)e” " dx

= —iF[zf(2)](S)
La justification du passage de la dérivée sous l’intégrale vient du théoréme de dérivation sous le signe intégrale
de Lebesgue, applicable car |z f(z)e™¢*| = |z f(x)| € L*(R).
Exercice 127. Soit )
flo)=e""72
1. Calculer f(£).

2. En utilisant les propriétés de dérivation, trouver une équation différentielle vérifiée par f.

3. Retrouver le résultat du calcul direct.

Solution 127.
(a) On avu dans I’exercice 124 que pour

fay =, @)=\ [Teeron

Pour a = 1/2, on obtient :

7(6) = Vare €2
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5.5. EXERCICES CORRIGES CHAPITRE 5. TRANSFORMEE DE FOURIER

(b) On va utiliser les propriétés de dérivation. On a :

fl(a) = —we /2 = —zf(x)

D’aprés les propriétés de la transformée de Fourier :

Flaf@)(€) = i F©)
Donc : d
FINO) = Floaf@)(©) = —ig /()
Ainsi, f vérifie I’équation différentielle :
i€ f(€) = —z‘d%f(o
soit : p
dfff(é“) ==£f(€)
(c) Cette équation différentielle est séparable : A
df
— ==&
7 £dg
o 52
n|f(€)] = -5 +C

fe) =Ke®/
La constante K se détermine en évaluant en £ =0 :
A +oo 2
£(0) = / e 2de =\/2n
— 00
Donc K = +/2m, et on retrouve bien : . )
f(&) = vome /2
5.5-3 Produit de convolution
Exercice 128. Soient f, g € L*(R). On définit le produit de convolution :
+oo
(Fro)@ = [ Fwgle =)y

(a) Montrer que f * g € L*(R) et que ||f * gll1 < [|£]l1lg]l1.
(b) Montrer que F[f * g] = f - §.
(c) Soient f(z) = e \*| et g(x) = Ij_1 1 (2). Calculer f  g.

Solution 128. (a) On utilise le théoréme de Fubini-Tonelli :

[T weowia= [ :o | / :O gl — y)dy

— 00

dx

“+o0 “+o0
< / ) /  lla(e = v)ldyd
“+o0

- [ s ( / j |g(x—y>|dx) dy

“+o0
= / [fWlgllidy  (par invariance par translation)

oo

= £l llgllx
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5.5. EXERCICES CORRIGES CHAPITRE 5. TRANSFORMEE DE FOURIER

Donc f+g € L'(R) et || f*gly < [[fl1llglls-
(b) Calculons la transformée de Fourier du produit de convolution :

—+o0
Flf#gl€) = / (f * ) (x)e—"%da

— 00

P )
(s

Dans intégrale intérieure, faisons le changement de variable w = x — y :

+oo ) +o0 ) ]
/ gz — y)e € dz = / g(w)e™ € dy = e=i€vc)

Donc :
+oo )
Flra© = [ 1we oy
+oo
—36) [ fw)e vy
= £(©)3()
(c) Pour f(x) =e 1l er g(z) = Iy qy(x) = {(1) Z :i: i 1 .
Ona: +oo z+1
(f*g)(x) = / e Wy gy (2 — y)dy = /71 e Wlay

Distinguons plusieurs cas selon la position de x :
Cas1:x>1. Alorsx —1 >0, donc y > 0 dans Uintervalle d’intégration :

z+1
(f *g9)() = / e Vdy = [~ V] @) L) Z (e o)

z—1
—1

Cas2:x < —1. Alorsxz + 1 <0, doncy < 0dans lintervalle d’intégration :
r+1
(f*g)(x) = / eldy = [ey];i_i =Tl — o7l = e’ (e — e_l)

z—1

Cas 3: —1 < x < 1. L'intervalle [x — 1, x + 1] contient 0. On sépare I’intégrale :
’ v 0 z+1
(f *g)(x) = / ) edy + /0 e Vdy =[e"])_, + [~e7Y]"
o

=(1—eH4+(Q-—e )= _ o7t ool

En résumé :

e®(e—et) siz < —1
(frg)x)=q2—e"t—e! si—1<z<l
e *le—e 1) siz>1
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5.5. EXERCICES CORRIGES CHAPITRE 5. TRANSFORMEE DE FOURIER

Exercice 129. Soit f € L*(R). On définit I’autocorrélation de f par :

“+o0 -
Cyl) = / F) T~ 2)dy

— 00

Montrer que F[Cf](§) = \f(§)|2

Solution 129. On remarque que C¢(x) = (f * f)(x) ot f(x) = f(—x). En effet :

—+o0 —+o0

(r+ = [

— 0o — 0o

Calculons la transformée de Fourier de f :

~

= 1§

D’apreés la propriété du produit de convolution, on a :

~ N

FICH(E) = FIf * 1(€) = F©) - FLAE) = f©) - f(&) = 1f(©)

) F( — y)dy = / F@) Ty —2)dy = Cy(z)

Ce résultat est fondamental en traitement du signal : le spectre de puissance d’un signal est la transformée de

Fourier de sa fonction d’autocorrélation.

5.5-4 Applications

Exercice 130. On considere I’équation de la chaleur sur R :

ou  0%u
E_@, .T6R7t>0
u(z,0) = f(z), z€R

ou f € L'(R).
(a) En prenant la transformée de Fourier par rapport a x, résoudre I’ équation.
(b) Exprimer la solution sous forme de produit de convolution.

(¢) Donner la solution explicite lorsque f(x) = e’
Solution 130.
(a) On note
o0 .
i6,t) = Fulu(e )€ = [ ulzit)e S da.

En prenant la transformée de Fourier de I’équation par rapport a x :

ou 0 .
F L{%] = 5,061
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5.5. EXERCICES CORRIGES CHAPITRE 5. TRANSFORMEE DE FOURIER

2u
F |24 < eace.n = et

L’équation devient :
0
&ﬁ(£7 t) = _§2ﬁ’(£a t)
C’est une équation différentielle ordinaire en t pour chaque & fixé :
(& 1) = (€, 0)e "
Or a(£,0) = Flu(z,0)](€) = f(€). Donc :
~ ~ _ 2
ag,t) = f(§e "
(b) Pour inverser la transformée de Fourier, on remarque que :
g2
e st = Flg(@))(€)
oir g, () est telle que Flg] (&) = et

On sait que
Flem'](€) = |/ 7e ¢/ 0,
a

Ici, on veut e=€’t, donc on prend a = 1/(4¢) :
F [eiﬁ/(“)} &) = Viarte St

Donc :
1

Vart

_ 2
ettt =

Flem=1a0) ¢)

Ainsi, par le théoréme de convolution :

ag,t)=f(&)-F [\/i?e—ﬁ/““] ©=F [f *

1
ﬂe /A (g

D’ou, en prenant la transformée inverse :

1 oo 2
u(w.t) = (Fg0)(x) = = | ety

(c) Pour f(z)=e*" ona:

(@, ) = — / T e gy
’ Vart J_ o
On développe I’exponentielle :

o (z—y)? 5 ¥ —2uy+4y?

BTV T
On compléte le carré en y :
d+1, = 4+1/[, 2z
aww VT T YV T met?
o At+1 z \’ x?
T [V wr (4t +1)2

A+ T 2+ x?
e YT wr1) Tm@t

Azzi Ahmed 110 Univérsité de Tindouf



5.5. EXERCICES CORRIGES CHAPITRE 5. TRANSFORMEE DE FOURIER

Donc :

. +oo
w(z,t) = 1 efo/(4t)6mz/(4t(4t+1))/ e~ o w5 gy

47t s
_ 1 o (Ewa), | At
47t 4t + 1
1 7{1‘,2( 4t41-1 )
= e 4t (4t+1)
Vit +1
_ 1 e—x2/(4t+1)
Vit +1
On vérifie que pour t = 0, on retrouve bien u(x,0) = e~
Exercice 131. On consideére I’équation des ondes sur R :
Pu  ,0%u
@ =cC @, 526 R, t>0
U

ou f,g € L*(R).
1. Résoudre I’équation en utilisant la transformée de Fourier.
2. Retrouver la formule de d’Alembert.

Solution 131.  (a) On prend la transformée de Fourier par rapport a x :

0%u 9% |
F {8752] = @U(fvt)

F {822‘4 = —c2e%a(&,t)

L’équation devient :
2

@a(fv t) = —62£2ﬂ(§, t)

C’est une équation différentielle du second ordre en't :

(€, t) = A(&) cos(ctt) + B(€) sin(c€t)
Les conditions initiales donnent : .
a(€,0) = A(§) = f(&)
ot
SH(€.0) = c€B(©) = 9(¢)

Donc :
a(g,t) = f(€) cos(c€t) + gc(? sin(ct)

(b) Pour inverser la transformée de Fourier, on utilise les formules :

eicgt 4 eficgt

cos(cft) = 5
sin(cét) 1
& =F |:26H[—ct,ct] (ﬁ):| (6)
sin(ax)

Plus précisément, on sait que F [ ] (&) = ml_q,4)(§), donc par dualité :

FIan(@)] (€) = “;9
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5.5. EXERCICES CORRIGES CHAPITRE 5. TRANSFORMEE DE FOURIER

Ainsi :

sin(ct) 1
Cg - %]: [H[fct,ct]] (5)
Donc : ) _
R ezc§t 4 efcht R 1

Par les propriétés de translation et de convolution :

u(e, ) = 7t et) + (o= )] + (9 * Tcoc)(2)

x+ct
= %[f(x +ot)+ flz—ct)] + — /x 9(y)dy

2¢ —ct

C’est la formule de d’Alembert pour I’équation des ondes sur R.
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Chapitre

Transformée de Laplace

La transformée de Laplace est un outil essentiel pour 1’analyse et la syntheése des systeémes linéaires. Sa capacité a
transformer des équations différentielles en équations algébriques simplifie considérablement la résolution de nombreux
problémes en ingénierie et en physique.

6.1 Définition et conditions d’existence

Définition 6.1.1. Soir f(t) une fonction définie pour t > 0. La transformée de Laplace de f(t) est une intégrale
impropre définie par :

+oo
F(s) = L{f(t)} = / f(t)estat,

ou s = 0 + iw est une variable complexe.

6.1.1 Conditions d’existence

Pour que la transformée de Laplace existe, f(¢) doit satisfaire aux conditions suivantes :
1. f(t) est continue par morceaux sur tout intervalle fini [0, T']
2. f(t) est d’ordre exponentiel, c’est-a-dire qu’il existe des constantes M > 0, ¢ € Ret T > 0 telles que :

|f(t)| < Me®  pourtoutt >T

Sous ces conditions, la transformée de Laplace existe pour Re(s) > c.

Exemple 54. Calculer la transformée de Laplace des fonctions suivantes :
f&)y=1, f)=t, ft)=t"neN, [(t)=e",
f(t) =sin(wt), f(t) = cos(wt), f(t) =sinh(at), [f(t) = cosh(at)
Solution : On rappelle que la transformée de Laplace d’une fonction f(t) (définie pour ¢ > 0) est :
+00
F(s) = LU 0N = [ fear

avec s € C tel que I’intégrale converge.
(a) Pour f(t)=1:

L{1)(s) = /0 T sty — [_esTm _ é (si Re(s) > 0)
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6.1. DEFINITION ET CONDITIONS D’EXISTENCE CHAPITRE 6. TRANSFORMEE DE LAPLACE

La fonction f(t) La transformé F'(s) = £{f(¢t)} | Conditions
0(t) (impulsion de Dirac) 1 seC
u(t) (échelon unité) 1/s Re(s) >0
t 1/s? Re(s) >0
n n!
at R >
e a e(s) >a
sin(wt) W Re(s) >0
cos(wt) W Re(s) >0
sinh(at) o Re(s) > |al
cosh(at) = = e Re(s) > |a|
o a n!
teat W Re(s) > a
e sin(wt) G_aZtu? Re(s) > a
e cos(wt) = a;;:_ 2 Re(s) > a

TaBLE 6.1 — Tableau des transformées de Laplace usuelles

(b) Pour f(t)=t:

—st] o0 +o0
_ [_te } n 1/ o=t dt
S 0 S Jo
0 = — (si Re(s) >0)

(c) Pour f(t) = t" (avec n € N) : Par récurrence ou en utilisant la fonction Gamma, on a :

LI (s) = ™ (si Re(s) > 0)

snt+

(d) Pour f(t) = e :

+oo —+oo
L{e™}(s) = / etestdt = / e~ (s—a)t gy —
0 0

P (si Re(s) > Re(a))

(e) Pour f(t) = sin(wt) : On utilise e = cos(wt) + i sin(wt), donc sin(wt) = 81“1’2757%
1

L{sin(wt)}(s) = = (L{e™}(s) — L{e7*}(s))

1 1
S—iw S+ iw

(s +iw) — (s — iw)
2 82 + w?
w .
= m (Sl Re(S) > 0)

2
1

2i
1
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6.1. DEFINITION ET CONDITIONS D’EXISTENCE CHAPITRE 6. TRANSFORMEE DE LAPLACE

() Pour f(t) = cos(wt) : De méme, cos(wt) = .

[

L{cos(wt)}(s) = % (L{e™ Y (s) + L{e7™"}(s))
1 1 1
~ 2 <s—iw + s+iw)
1 2s
T2 22yu?
= 52—1-;@‘;2 (si Re(s) > 0)
(&) Pour f(t) = sinh(at) = &5
L{sinh(at)}(s) = % (L{e™}(s) — L{e™"}(s))
1 1 1
- 2 (s —a s + a)
— ﬁ (si Re(s) > |Re(a)l|)
(h) Pour f(t) = cosh(at) = % :
L{cosh(at)}(s) = % (L{e™}(s) + L{e"*"}(s))
1 1 1
- 2 (5 —a + s+ a)

=% _ (si Re(s) > |Re(a)))

2 _ a2
Exercice 132. Calculer la transformée de Laplace des fonctions suivantes :
ft)=te, f(t)=t, sin(wt)f(t) =tcos(wt), [f(t)=esin(wt), f(t)= e cos(wt)

Solution 132.

(a) Pour f(t) = te™ : On utilise la propriété de dérivation par rapport a un paramétre ou la formule générale :

n!

L{t"e™}(s) = G
Pourn=1: 1
L{te™}(s) = Goae (si Re(s) > Re(a))
(b) Pour f(t) = tsin(wt) : On utilise la propriété : L{tf(t)}(s) = —LF(s) on F(s) = L{f(t)}(s). Ici,

L{sin(wt)}(_) = 2457 donc :

cltsinen)6) =~ (s

ds \ 82 + w?
—2s
2ws

= G (si Re(s) > 0)

= —W -
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6.2. PROPRIETES FONDAMENTALES CHAPITRE 6. TRANSFORMEE DE LAPLACE

(c) Pour f(t) =tcos(wt) : De méme, L{cos(wt)}(s) = 57z, donc :
L{t cos(wt)H(s) = f% (s2+sw2>
(5% +w?) — 5(2s)
= (52 + w?)2
_ s2 +w? — 252
52 — w?
= [CFTE (si Re(s) > 0)
(d) Pour f(t) = e sin(wt) : On utilise la propriété de translation : L{e f(t)}(s) = F(s — a) ou F(s) =
L{f(t)}(s). Icz L{sin(wt)}(s) = 55, donc :
w

L{e" sin(wt)}(s) = (si Re(s) > Re(a))

(s —a)? + w?
(e) Pour f(t) = e cos(wt) : De méme :

s—a

L{e™ cos(wt)}(s) = G-aft+a?

(si Re(s) > Re(a))

6.2 Propriétés fondamentales

Linéarité

| L{af(t) + Bg(t)} = aF(s) + BG(s). |

Translation en temps (retard) Poura > 0:

| L{f(t— a)u(t —a)} = e~ F(s), |

ol u(t) est la fonction échelon unité.

1- Translation en fréquence (modulation)

[£{e" 1)} = F(s —a).|

2- Changement d’échelle
Poura > 0:

cifany =k (2).

3- Dérivation en temps

(£ (1)} = sF(s) = F07), LU (1)} = $°F(s) = sf(07) — /'(07)]

En générale

[,{f(")( }_S isn kf(k 1) 0+

k=1

4- Intégration en temps

,C{/Otf(r)dT} = Fis).
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6.3. TRANSFORMEE INVERSE CHAPITRE 6. TRANSFORMEE DE LAPLACE

5- Dérivation en fréquence

LU-"F(1)} = 5 F ()

6- Intégration en fréquence

Si lim+ @ existe, alors :
t—0

c {fgt)} - /:OO Flu)du.

La convolution temporelle correspond a une multiplication fréquentielle :

7- Convolution

el =o)en = £{ [ rmate—ryir} = F)G0)

8- Valeur initiale

lim f(t) = lim sF(s),

t—0+ Ss—+40o0

sous réserve d’existence des limites.

9- Valeur finale

lim f(t) = lim sF(s),

t—+oo s—0

sous réserve que tous les pdles de sF'(s) soient a partie réelle strictement négative.
6.3 Transformée inverse
Définition 6.3.1. La transformée inverse de Laplace est donnée par :

y+ioo
F(t) = L~ {F(s)} = — / F(s)eds

211 —i0o

ol y est choisi a droite de tous les poles de F(s).

Convolution

]c—l{F(s)G(s)} = (f*9)(t) \

Méthodes de calcul

1. Utilisation des tables : Reconnaitre des formes standards
2. Décomposition en éléments simples : Pour les fonctions rationnelles
3. Théoreme des résidus : Pour les fonctions méromorphes

Pour une fonction rationnelle F'(s) = ggg avec deg(P) < deg(Q) :
— Péles simples : Si Q(s) = (s — p1)(s — p2) - - - (s — pp,) avec p; distincts :

F(s)=Y_ As . A= lim (s — pi)F(s)

S — D 5—pi
i1 bi i
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6.4. APPLICATIONS CHAPITRE 6. TRANSFORMEE DE LAPLACE

— Poles multiples : Si Q(s) = (s —p)™--- :

Al A2 Am
F(s) = + +o e+
&) = T o G-p"
avec Ay = ﬁ lim,_,, js%_i[(s —p)"F(s)]

6.4 Applications
6.4.1 Résolution d’équations différentielles

La méthode générale comprend :

1. Appliquer la transformée de Laplace a I’équation différentielle
2. Résoudre I’équation algébrique en F'(s)

3. Calculer la transformée inverse pour obtenir f(t)

| Exemple 55. Soity’ + ay = f(t) avec y(0) = yo.
Solution : En appliquant la transformée

sY(s) —yo +aY (s) = F(s)

F(s) +yo

Yis) = s+a

etdonc y(t) = L7H{Y (s)}.
Exemple 56. Résoudre I’équation différentielle suivante :
Yy +2y=0, avec y(0)=1

Solution :
On applique la transformée de Laplace a I’équation :

L{y'}(s) +2L{y}(s) =0

Soit Y(s) = L{y(t)}(s). Alors :
sY(s) —y(0) +2Y(s) =0

(s+2)Y(s)=1

1
Y(s) =
() s+2
En prenant la transformée inverse :
y(t) = e

6.4.2 Systemes d’équations différentielles
La transformée de Laplace transforme un systeme d’EDO en un systéme algébrique.

6.4.3 Equations intégro-différentielles

Pour résoudre y'(t) + fg y(7)dr = f(t), on utilise :

c {/Oty(T)dT} - @

Exemple 57. Résoudre I’équation intégro-différentielle suivante en utilisant la transformée de Laplace :

y'(t) —|—/0 y(r)dr =1, avecy(0)=0

Azzi Ahmed 118 Univérsité de Tindouf



6.4. APPLICATIONS CHAPITRE 6. TRANSFORMEE DE LAPLACE

Solution :
On applique la transformée de Laplace a 1’équation. On note Y (s) = L{y(t) }(s).

Ona:
L{y'(t)}(s) = sY (s) — y(0) = sY(s)

ef [ =+
1

L’équation transformée est donc :

Multiplions par s :
s2Y(s)+Y(s) =1

(s2+1)Y(s) =1

1
Y =

(8) =57
Ainsi :

y(t) =sint

Vérification : . .
y'(t) = cost, / y(T)dr = / sintdr =1 — cost.
0 0

Donc

t
y'(t) —l—/ y(T)dT = cost + 1 — cost = 1.
0

Condition initiale : y(0) = sin0 = 0.
6.4.4 Fonction de transfert

Pour un systéme linéaire invariant dans le temps décrit par :

any(”>(t) + a1y () + agy(t) = by, ul™ () + -+ byu'(t) + bou(t),

La fonction de transfert est :

Y(s)  bpms™+---+bis+ by
U(s) aps"+---+ais+ag

6.4.5 Fonction de Dirac 4(t)

La transformée de Laplace de I’'impulsion de Dirac est :

L{60)} =1, L£{5(t—a)} =e .

6.4.6 Dérivée de I’échelon

(1)} = £{6(1)} = 1|

6.4.7 Transformée unilatérale

+oo

LWy = [ s tar

Utilisée pour les systémes causaux (f(t) = 0 pour ¢t < 0).
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6.4.8 Transformée bilatérale

+oo

L{f(1)} = / f(tyestt.

— 00

Utilisée pour les signaux non causaux.
6.5 Relations avec autres transformées
a- Transformée de Fourier

La transformée de Fourier est un cas particulier de la transformée de Laplace bilatérale avec s = iw :

—+o0

FUHO}w) = Lol f(8)}(s = iw) = / F(t)e- .

— 00

b- Série de Fourier

Pour les signaux périodiques f(t) de période T, on a:

T
F(s) = ﬁ /0 F(t)e="dt.

6.6 Exercices corrigés
6.6.1 Calcul de transformées de Laplace

Exercice 133. Calculer la transformée de Laplace des fonctions suivantes :

(a) f(t)=1

(b) f(t)=t

(c) f(t) =t" (avecn € N)
(d) f(t) = e

(e) f(t) =sin(wt)

(f) f(t) = cos(wt)

(8) f(t) = sinh(at)

(h) f(t) = cosh(at)
Solution 133. On rappelle que la transformée de Laplace d’une fonction f(t) (définie pourt > 0) est :
+oo '
F(s) = LU @OHs) = [ et
0

avec s € C tel que I’intégrale converge.
(a) Pour f(t)=1:

L{1}(s) = /O+oo e=stdt = [emrm — 1 (i Re(s) > 0)

s
(b) Pour f(t)=t:

t —st o0 1 +oo
= [— = } +—/ e *tdt
S 0 S 0
0

= — (si Re(s) >0)
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6.6. EXERCICES CORRIGES CHAPITRE 6. TRANSFORMEE DE LAPLACE

(c) Pour f(t) =t™ (avec n € N) : Par récurrence ou en utilisant la fonction Gamma, on a :

L{t" ) (s) = 5% (si Re(s) > 0)

(d) Pour f(t) = e :
+oo +oo
L{eat}(s) — / eatefstdt — / ef(sfa)tdt _
0 0

(e) Pour f(t) = sin(wt) : On utilise ™* = cos(wt) + i sin(wt), donc sin(wt) = Gk i

Lisin(wt)}(s) = o (L{e™H(s) — L{eT™}(s))

1 1
Ss—iw S+ iw

(s +iw) — (s —iw)
2 §2 + w?

w .
= m (Sl Re(s) > O)

?
1
T2
1

ezwt+e—1,wt

(f) Pour f(t) = cos(wt) : De méme, cos(wt) = 5

L{cos(wt)}(s) = 5 (L{e™}(s) + L{eT"}(5))

< : : >
+ -
S — 1w S+ ww

1
2
1
T2
1
T2

at

(g) Pour f(t) = sinh(at) = eat%_

Cisinb(an)}(s) = 5 (L{e"}(s) — £{e™"}(5))
1
2

1 B 1
s—a s+a
a

= 53 (s Re(s) > [Re(a)))

(h) Pour f(t) = cosh(at) = 4=

L{cosh(at)}(s) = %(ﬁ{e“t}( )+ L{e"}(5))
1
2

)
+
s—a s+a

== iaQ (si Re(s) > |Re(a)])

Exercice 134. Calculer la transformée de Laplace des fonctions suivantes :
(a) f(t)=te™
(b) f(t) =tsin(wt)
(c) f(t) = tcos(wt)
(d) f(t) = e sin(wt)
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(e) f(t) = e cos(wt)
Solution 134.

(a) Pour f(t) = te™ : On utilise la propriété de dérivation par rapport a un paramétre ou la formule générale :

L{t"e"}(s) = G _T;!)nﬂ
Pourn =1: 1
L{te™}(s) = Goape (si Re(s) > Re(a))
(b) Pour f(t) = tsi (wt) On utilise la propriété : L{tf(t)}(s) = —LF(s) on F(s) = L{f(t)}(s). Ici,

C{sin(wt)}(_) = 2457 donc :

cltsinn)6) =~ (s )

ds \ s2 + w?
—2s
Ry
2ws

= G (si Re(s) > 0)

(c) Pour f(t) =tcos(wt) : De méme, L{cos(wt)}(s) = iz, donc:

clreosenls) = 4 (25

(s +w?) — s(2s)
(52 + w?)?

52 +w? —2s2

52 — w?

= [CFE (si Re(s) > 0)

(d) Pour f(t) = e sin(wt) : On utilise la propriété de translation : L{e f(t)}(s) = F(s — a) ou F(s) =
L{f(®)}(s). Icz L{sin(wt)}(s) = 55, donc :

w

L{eat Sln(Wt)}(S) = m

(si Re(s) > Re(a))

(e) Pour f(t) = e cos(wt) : De méme :

s—a

L{e cos(wt)}(s) = Goalt+a?

(si Re(s) > Re(a))

6.6.2 Propriétés de la transformation de Laplace
Exercice 135. Démontrer les propriétés suivantes de la transformée de Laplace (sous réserve d’existence) :
(a) Linéarité : L{af(t) + Bg(t)}(s) = aF'(s) + BG(s)
(b) Translationent : L{f(t — a)u(t — a)}(s) = e ** F(s) pour a > 0, ou u(t) est la fonction échelon unité
(c) Translation en s : L{e® f(t)}(s) = F(s —a)
(d) Changement d’échelle : L{f(at)}(s) = fF ( ) pour a > 0
(e) Dérivation ent : L{f'(t)}(s) = sF(s) — f(O“‘)

(f) Dérivation en s : L{(—t)" f(t)}(s) = j; F(s)
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F(s)

S

(g) Intégrationent : L {fg f(T)dT} (5) =

Solution 135.
(a) Linéarité : Découle directement de la linéarité de ’intégrale.

“+o0

+o0 “+o00
L{af(t)+Bg(t)}(s) :/0 (af(t)+ﬁg(t))6_‘”dt=a/ f(t)e“‘“dt+ﬁ/0 g(t)e™"'dt = aF(s)+BG(s)

0

(b) Translation ent : Soit g(t) = f(t — a)u(t — a) ot u(t) est la fonction échelon unité (u(t) = 1 sit > 0, 0 sinon).

“+oo
£l = [ 1= ault - a)ea
+oo
= / f(t —a)e tdt (caru(t —a) = 0pourt < a)

+oo
N / f(u)e™**)dy  (changement de variable u =t — a)
0

=e % /+OO flwe ™ du

0
=e F(s)

(c¢) Translation en s :

“+o0 +oo
L™ F(1)}(s) = /0 ¢t f(t)e""dt — /O FB)e~C-tdt — F(s — a)

(d) Changement d’échelle : Pour a > 0,

+oo
C{f(at)}(s) = / flat)estdt

1 [Fee
== / f(w)e /D dy  (changement de variable u = at)
a Jo

1t
= 7/ fu)e=/Dugy
0

a
-1e(3
a a

(e) Dérivation ent : Par intégration par parties,
—+o0
LN = [ roe
0

+oo
=[O s [ s
= lim f(t)e s — f(0T) + sF(s)

t—+oo
Sous les conditions de convergence de la transformée de Laplace, lim;_, o f(t)e™5' = 0 pour Re(s) suffisam-
ment grand, donc :

L{f'(t)}(s) = sF(s) — f(07)

Azzi Ahmed 123 Univérsité de Tindouf



6.6. EXERCICES CORRIGES CHAPITRE 6. TRANSFORMEE DE LAPLACE

(f) Dérivation en s : Par dérivation sous le signe intégral (justifiée par des conditions de régularité),

d d [t
T R(s) = —
ds () ds J

+oo o
—  _—st
= /O f(t) et

+o0
- /O f@)(—t)e *'at
= L{=tf(t)}(s)

Par récurrence, on obtient : L{(—t)" f(t)}(s) = L-F(s).
(g) Intégration en't : Soit g(t) = fot f(r)dr. Alors g'(t) = f(t) et g(0) = 0. D’aprés la propriété de dérivation :

L{g' (1)} (s) = sL{g(t)}(s) — g(0) = sL{g(t)}(s)
Mais L{g'(t)}(s) = L{f(t)}(s) = F(s), donc :

f(t)e stat

F(s)

S

sL{g(t)}(s) = F(s) = L{g(t)}(s) =

6.6.3 Transformée inverse et décomposition en éléments simples

Exercice 136. Calculer la transformée inverse de Laplace des fonctions suivantes :

1
(a) F(s) = 513
1
(b) F(s) = Gr2?
s
(c) F(s) = o
(d) F(s)= e
25 +3
(@) Fl9) = o i+ 13
s2+1
N Fls) = s(s—1)(s+2)
6725
(8) F(s)=—3
1—e5
(h) F(s) = ﬁ
Solution 136.
(a) )
Fls) = s+3
On reconnait L{e**}(s) = ——, donc avec a = —3
flty=e"*
(b)
Fls)= —
(s+2)2
On sait que L{te™}(s) = ﬁ, donc avec a = —2
f(t) =te™?
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(c) 5
F(s) = —>—
On reconnait L{cos(wt)}(s) = 82_’_%, donc avec w =2 :
f(t) = cos(2t)
(d) 5
F =
(5) =24
On écrit b3 2 _5 3 2
-9 2 s2-32 2 s2-32 3
On sait que
. a
L{sinh(at)}(s) = ot

a . .3 ]
donc o L{sinh(at)}(s). Ici, 29" L{sinh(3¢)}(s), donc :

5 5 5 6 ) 3
f@) = 3 sinh(3t) ou plus simplement =— =6 2.9
52 _

. = 2
$2-9 2.3 $2-9 6

3

5) .
e gﬁ{smh(St)}(s), donc :

5 5
En fait, direct 1 ——— =<
n fait, directemen 2-9-3

F(t) = gsinh(3t)

(e)
25+ 3

F(s)= ——1°
)= F i3

On compléte le carré au dénominateur :
2 4+4s+13=(s+2)2+9=(s+2)*+32
On écrit le numérateur en fonction de (s + 2) :
2s4+3=2(s+2)—1

Donc :

o 2(s+2) 1
F(s) = (s+2)2+32  (s+2)2+ 32
On reconnait :
ST2 e cos(3t
m = L{e™ " cos(3t)}(s)
3 _ot .
iyt ® = L{e 2 sin(3t)}(s)
Donc : 1
F(s) =2L{e " cos(3t)}(s) — 3 -3L{e " sin(3t)}(s)
Ainsi :

f(t) = 22" cos(3t) — ée*% sin(3t)
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¥ 2
s“+1
Fls)= —2 T2
i s TP
On décompose en éléments simples. On cherche A, B, C tels que :
s2+1 A B C
— =T+ =+
s(s—=1)(s+2) s s—1 s+2
En multipliant par s(s — 1)(s +2) :
24+ 1=A(s—1)(s+2)+ Bs(s +2) + Cs(s — 1)
Pour s =0: 1
1=A(-1)(2)=-24= A= —3
Pour s =1: 9
2=B(1)(3)=3B=B=.
Pour s = =2 : 5
5=C(-2)(-3)=6C=C= 5
Done: 11,2 1 5 1
Fls)=—=.-4+2. 2.
R R S R
En prenant la transformée inverse :
1
f)=—5+3¢ + g™
(8) ,
67 S
Fis) =
On utilise la propriété de translation en t : L{f(t — a)u(t — a)}(s) = e~ % F(s). Ici, e=2* correspond a un
1
retard de 2. On sait que L{t}(s) = = donc :
f@) = (t=2)u(t -2)
(h) .
— 673
F —
(8) =377
On peut écrire :
1 e~ ?
F — —
() 241 s2+1
. . 1
On sait que L{sint}(s) = 21 donc :

f(t) =sint —sin(t — Du(t — 1)

6.6.4 Applications aux équations différentielles

Exercice 137. Résoudre les équations différentielles suivantes en utilisant la transformée de Laplace :
(a) ¥y +2y=0,avecy(0) =1
(b) ¥y + 3y =e", avec y(0) =2
(c) y' +4y =0, avec y(0) =1, 4/(0) =0
(d) y" +2y' +y =0, avecy(0) =1, y'(0) =0
(e) ¥’ +y =sint, avec y(0) =0, y'(0) =0
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)y +3y +2y=e3, avec y(0) =0, y'(0) =1
Solution 137.
(a) Poury +2y=0,y(0)=1:
On applique la transformée de Laplace a I’équation :

L{y'}(s) +2L{y}(s) =0

Soit Y (s) = L{y(t)}(s). Alors :
sY(s) —y(0) +2Y(s) =0

(s+2)Y(s) =1

1
Y =
(5) =75
En prenant la transformée inverse :
y(t) =e
(b) Poury' +3y=e4 y(0)=2:
Ona:
L{y'}(s) + 3L{y}(s) = L{e7"}(s)
Soit : 1
Y(s)—2+3Y(s) =
sY(s) 24 3Y(s) =
1 1+2(s+1) 2s+3
3)Y(s) = 2= =
(s +3)Y(s) s+1+ s+1 s+1
2543
Y(s)= ——F——
() (s+1)(s+3)
Décomposons en éléments simples :
25+3 A B

(s+1)(s+3) s+l 513

2s+3=A(s+3)+B(s+1)
Pours:71.'1:2A:>A:%Pour5:—3:73:—2B:>B:%

Donc : 1 1 3 1
Ve =g i1t i3
Et: 1
_ ot 2 -3t
y(t) - 26 + 26
(c) Poury” +4y =0,y(0)=1,4'(0)=0:
Ona:
L{y"}H(s) +4L{y}(s) =0
Soit :
7Y (s) — sy(0) —y/'(0) +4Y(s) = 0
s°Y(s) —s+4Y(s) =0
(s> +4)Y(s) =s
s
Y= a2
Donc :

y(t) = cos(2t)
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(d) Poury" +2y +y=0,y(0)=119'(0)=0:

Ona:
L{y"}(s) +2L{y'}(s) + L{y}(s) = 0
Soit :
s2Y(5) —s —0+2(sY(s) = 1)+ Y(s) =0
s2Y(s) —s+25Y(s) =2+ Y(s) =0
(2 +2s+1)Y(s) =s5+2
(s +1)2Y(s) =5 +2
542 s+1+1 1 1
R A PR PO | P L PR
Donc :

yt) =e P rtet = (1 4+ t)e?
(e) Poury” +y =sint, y(0) =0,y (0) =0:

Ona:
L{y"}(s) + L{y}(s) = L{sint}(s)
Soit : ]
s2Y(s) —s-0—-0+Y(s) = T
1
(82 +1)Y(s) = 71
1
Y(s) = (s2+1)2

s
On sait que L{tsint}(s) = (QTl)Q ce qui ne correspond pas directement. On peut utiliser la convolution
s

ou trouver une autre méthode. On va utiliser la décomposition :

11 I
(s24+1)2  2\s2+1 (s2+1)2

sint — tcost 1
AT 0=

En effet, on peut vérifier en calculant la transformée :

Mais on reconnait plutot :

L{sint}(s) = ﬁ
L{tcost}(s) = ﬁ

sint — tcost 1 1 s2—1 1
Donc L —— " = — =
one { 2 } () =3 (52 T1 (2+ 1)2> (32 +1)2

1
y(t) = i(sint — tcost)

Ainsi :

(f) Poury” + 3y’ + 2y =e 3, y(0) =0,y (0) =1:

Ona:
ﬁ{y//}(s) + S,C{y’}(s) 4 2£{y}(s) _ £{6—3t}(8)
Soit :
$2Y(s) — 50— 1+ 3(sY(s) — 0) + 2V (s) = 54%3
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1
%Y (s) — 1+ 3sY 2Y (s) =
Y () = 14 35Y (5) + 2V (s) =
1 s+4
2
3s+2)Y(s) = 1=
(5" +3s+2)¥(s) = —=+1= =
s+4
1 2)Y (s) =
(s + (s +2)Y(s) =
s+4
Y(s) =
(5) (s+1)(s+2)(s+3)
Décomposons en éléments simples :
s+ 4 ! n B n C
(s+1)(s+2)(s+3) s+1 s+2 s+3
alors
s+4=A(s+2)(s+3)+B(s+1)(s+3)+C(s+1)(s+2)
Pour s = —1: 5
3:A(1)(2):2A:>A:§
Pour s = -2
2=B(-1)(1)=-B=B=-2
Pour s = -3 : )
1:0(72)(71):2C’¢C’:§
bone:: 3 1 1 11
Y(s)=—- —92. Z.
A e s Rl R
Et: 3 L
y(t) = §e_t — 2% 4 56_‘%

6.6.5 Systemes d’équations différentielles

Exercice 138. Résoudre le systéme d’équations différentielles suivant en utilisant la transformée de Laplace :

x'(t) = —2z(t) + y(¢)
y'(t) = x(t) — 2y(t)

avec les conditions initiales x(0) = 1, y(0) = 2.

Solution 138. Soient

X(s) = L{z()}(s) et Y(s)=L{y(t)}(s)-

En appliquant la transformée de Laplace au systéme :

{SX(S) — 2(0) = —2X(s) + Y (s)
sY(s) —y(0) = X(s) — 2Y(s)

Soit, avec les conditions initiales :
sX(s)—1=-2X(s)+Y(s)
—2=X(s)—2Y(s)
On réorganise :

(s+2)X(s)=Y(s) =1
—X(5)+(s+2)Y(s) =2
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On peut résoudre ce systéme algébrique. Par exemple, multiplions la premiére équation par (s + 2) et ajoutons-la

a la seconde :
(s +2)°X(s5) — (s +2)Y(s) = s +2
2

+ —X(s)+(s+2

h<
—
»
N

Il

(s+2)2X(s)—X(s)=s+4
Soit :
[(s+2)? —1]X(s) =s+4
(s +4s+4—-1)X(s) =s+4
(s +4s+3)X(s) =s+4
(s+1)(s+3)X(s)=s+4
Donc

Décomposons en éléments simples :

s+4 A n B
(s+1)(s+3) s+1 s+3°
Alors
s+4=A(s+3)+B(s+1)
Pour s = —1: 5
Pour s = —3:
1=-2B=B=—_.
Donc : 5 ] 1 1
X(s)=="- ——-
2 s+1 2 s+3
D’ou : 5 1
_ 9 ¢ L o3t
m(t)—Qe 5¢

Pour trouver y(t), on utilise par exemple la premiére équation : Y (s) = (s +2) X (s) — 1.

3 01 1 1
Y(s):<s+2)(2's+1_2's+3)_1

Calculons :
s+2_ 1 sk2
s+1 +s—|—1’ s+3 5+3
Donc :
3 1 1 1
Y(S)_2<+s+1>_2(_s+3>_1
3.3 1 111
T2t sy 272 vys T
<3 1 ) 3 1 1 1
=(Z—-—1)+2 =
2 2 2 s+1 2 s+3
3 1 11
T2 s+1+§.s+3
Ainsi : 3
—t —3t
y(t)fie +§e
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6.6.6 Equations intégro-différentielles

Exercice 139. Résoudre I’équation intégro-différentielle suivante en utilisant la transformée de Laplace :

t
y'(t) —|—/ y(r)dr =1, avecy(0)=0
0
Solution 139. On applique la transformée de Laplace a I’équation. On note Y (s) = L{y(t)}(s).

Ona:
L{Y' (t)}(s) = sY (s) — y(0) = sY(s)

c{ [ vy = 7

L)) = -

L’équation transformée est donc :

Multiplions par s :
s2Y(s)+Y(s) =1

(s +1)Y(s) =1

1
Y =
(5) s2+1
Ainsi :
y(t) =sint
Vérification :
t ¢
y'(t) = cost, / y(r)dr = / sinTdr = 1 — cost.
0 0
Donc

t
y'(t) + / y(T)dT = cost + 1 — cost = 1.
0
Condition initiale : y(0) = sin0 = 0.
Exercice 140 (Equation avec second membre discontinu). Résoudre le probléme de Cauchy :

t, 0<t<l1
1 4: t, OZO’IOZO7 N t: ) =
Yy = 10, y(0) =0,y =0, ob () {0’ o
Solution 140. On utilise la transformée de Laplace. Notons Y (s) = L{y(t)}(s). Ona
L{y"} =Y —sy(0) —y'(0) = s*Y.

La fonction f(t) peut s’écrire
f@)=t—tH({t—-1)

ou H est I’échelon unité. En effet, pourt > 1,
t—tH(t—1)=t—t=0.

Donc
L{f(O)} = L{t} — L{tH(t - 1)}

On sait que L{t} = S% Pour le second terme, on utilise la propriété de translation :

L{g(t —a)H(t —a)} = e L{g(t)}.
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Ici, on veut L{tH(t — 1)}. Posons g(t — 1) =t = g(u) = u + 1, donc

LUH({E—1)} = e L{t+1} = e <512 + 1) .

Ainsi, I’équation transformée est :

S

1 1
SY +4Y = —e* (2+).
s S
D’ou 1 41
S
Y(s)=——F——-€° " ——F—.
() s2(s2 +4) s2(s2 4+ 4)
Décomposons 52(3274'4) en éléments simples, on cherche
1 A B Cs+D
s2(s24+4) s 82 8244
On trouve
A+C=0 A=0
B+D=0 B=1/4
4A =0 C=0
4B=1 D=-1/4
Donc
1 _1/4 1/4
s2(s24+4) 52 s244°
A .\ 5+
De méme maniére pour m On trouve
s+1  1/4 1/4 1/4 s/4
s2(s24+4) 82 s244 s 244
B 1/4+1/4 1/4(s+1)
s 52 s2+4
_1/4 1/4 1/4 s/4
s s2 s24+4  s2+4+4
1/1 1 s+1
—4(s+52‘52+4)-

Donc
s+ 1

Y(s) = 52+4) .

1/1 1 .
il R It (i Rl
4\ s2 s24+4 4 \s 2

Prenons la transformée inverse. On utilise les formules :

1
LTH1/?y =t L7H1/(s* +4)) = isin%, L7H1/sy =1, L£7's/(s* +4)} = cos2t.
Donc
— Pour le premier terme :
1/1 1 1 1 t 1
1 . .
- _ =_¢t—--.Z 2 = — — — 2t.
£ {4(52 s2+4>} 4Tyt T T
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— Pour le second terme avec e~ %, on utilise le théoréme de translation :

L7 He F(s)} = f(t —a)H(t — a).

s+1

52 +4

Ici a = 1. Soit L /1 ) )
s+
Fs)=-|-"4+—————1.
(5) 4(s+52 52+4>
Alors )
ﬁfl{F(s)} = f(t) = 1 <1 +t— L1 {
Calculons 1 1
6_1{582—:_ 4} = cos 2t + 5 sin 2¢.
Donc

4

1 1
fity=- <1+t—cos2t— 2Sin2t> .

Ainsi la solution est :

—_

t

)

y(t) = - — <sin2t — % [1—!—(75— 1) —cos2(t—1) — %sinQ(t— 1)} H(t—-1).

W
0]

On peut simplifier pourt > 1 :
1

y(t) = L —sin 2t — i (t —cos(2t —2) — %sin(Zt - 2)) H(t—1).

4 8

Exercice 141 (Equation intégro-différentielle). Résoudre I’équation :

y'(t) +y(t) = /0 y(1)cos(t — 7)dr, y(0)=1.

5
Solution 141. L'intégrale est un produit de convolution : (y * cos)(t). La transformée de Laplace du cos est ———

On applique Laplace a I’équation. Soit Y (s) = L{y(t)}. Alors
L{y'} =sY —y(0) =sY — 1.

Le terme de convolution donne

s24+1

s
L =Y(s) ——.
{y * cos} (s) o
L’équation devient :
s
Y-14+4Y=Y"- .
s + s2+1
Soit s
)Y —-1=——-Y.
(s+1) 241
Donc
(s+1)Y — =Y =1 = VY (s+l-—""]=1
s 2417 y s24+1)
d’ou
41 s (s+1)(s2+1)—s (3+s+s2+1)—s s3+s2+1
s - = = = .
s2+1 s2+1 s2+1 s2+1
Donc )
s“+1
Y(s)= —
(s) $3+s2+1

€2+1

La solution est donnée par y(t) = L1 {m }
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Exercice 142 (Utilisation de la transformée de Laplace). Résoudre I’équation intégro-différentielle :

t
v® -+t = [ urydr y© =1
0
Solution 142. Appliquons la transformée de Laplace. Notons Y (s) = L{y(t)}(s). On a
L{y'} = sY(s) —y(0) = sY(s) — 1.

La transformée du terme intégral est

L’équation devient :

Multiplions par s : s°Y — s +sY =Y, soit
Y +sY - Y =s.

Factorisons Y
Y(s?+s5—1)=s.

Ainsi : s
Y(s)= ———.
() s2+s—1
On décompose Le dénominateur en éléments simples :
S A n B
24+4s5s—1 s—a s—f
avec
-1+V5 -1-+5
a= "7 g=""Y2
2 2
On trouve
o« « B 15} _ 7£.

a—B 5 B—a
Puisque [ est négatif, on peut réécrire. Finalement, en prenant la transformée inverse :

y(t) = 1 (et — [3eﬁt) .

V5

En utilisant

Oé+ﬁ:—1, a_ﬂ:\/ga
on peut simplifier. Mais on laisse sous cette forme. Vérifions la condition initiale :

1 1
V5=1.

(04—5)2%

Exercice 143 (Systeme linéaire a coefficients constants). Résoudre le systéme :

/ — 2
v Y, avec z(0) = 1, y(0) = 0.
y' =z +2y,
Solution 143. Ecrivons le systéme sous forme matricielle : X' = AX o A = (? ;) Cherchons les valeurs propres
de A :
det(A — AT) = ‘2IA 21A’ S (2-A2—1=X A £3=(A—1)(A—3)
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Valeurs propres A1 = 1, Ao = 3.
Pour A =1:

(A—I)U:O:>G 1)1):0:>111:<_11>.

(A—3I)v=0:><11 _11>U=O:>02:<1).

X(t) = Cyet <_11> + Gyt G) .

z(t) = Cre' + Cae®, |y(t) = —Cre' + Cae™.

Pour A =3 :
La solution générale est :

Soit

Conditions initiales :

fﬂ(O):Cl+CQZ]., ;y(0)1701+02:0.

En additionnant :
20, =1=Cy=1/2,

puisCy =1-1/2=1/2.D'ou :

1 1 1 1
z(t) = §et + §egt, y(t) = —Eet + iest.

Exercice 144. 1. Calculer L{t*sin(3t)}

2. Calculer L1 {%}

3. Résoudre y" + 4y’ + 4y = e~ avec y(0) = 1, y'(0) = 0
4. Trouver la réponse impulsionnelle d’un systéme de fonction de transfert H(s) = P

s+1

5. Etudier la stabilité du systeme H (s) = FT32735
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